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Stabilitat der Kreiszylinderschale mit veriinderlicher Wandstirke.* 
Von K. Federhofer, Graz. 


Zusammenfassung. Durch geeignete Wahl der Variabeln beim Stabilitatsproblem der Kreis- 
zylinderschale, die durch axialen Druck belastet ist und stetig veriinderliche Wandstirke besitzt, 
wird die das Problem beherrschende Differentialgleichung 4. Ordnung bei achsensymmetrischer 
Ausbeulung in eine einfache Form gebracht. Doch ist deren exakte geschlossene Lésung durch 
bekannte Funktionen selbst bei Annahme einfachster Gesetze fiir die Querschnittsinderung nicht 
méglich. Hingegen gelingt die Berechnung der kritischen Druckbelastung im Falle einer 
schwachen Querschnittsiinderung verhiltnismaBig einfach mit der Methode der Naherungs- 
theorie fiir em Eigenwertsproblem. Anwendungen fiir lineare und quadratische Querschnitts- 
anderung. 


Summary. The author discusses the stability problem of a circular cylindrical shell of 
continuously variable wall thickness, loaded by axial pressure. By chosing the variables in a 
suitable manner, the fourth-order differential equation which governs the problem is put into 
a simple form under the assumption that buckling is axially symmetrical. Solving this equation 
by known functions being impossible, even in case of the simplest cross-section functions, the 
critical load is computed for a cross-section which varies very slightly by using the approximation 
theory of eigenvalue problems. The results are applied to linear and square cross-section variations. 


Résumé. L’auteur discute le probléme de stabilité de la coque circulaire cylindrique d’épaisseur 
de paroi variable, soumise & une pression axiale. Par un choix propre des variables, ?équation 
différentielle du quatriéme ordre du probléme est mise sous une forme simple, pourvu que le 
voilement soit symétrique par rapport & axe. Il n’existe pas de solution exacte de cette équation 
par des fonctions connues, méme pour les lois de variation de section les plus simples. Toutefois, 
on peut calculer la charge de pression critique, dans le cas d’une faible variation de section, d’une 
manieére relativement simple, par la théorie d’approximation pour des problémes & valeurs propres. 
Les résultats obtenus s’appliquent aux cas de variation de section linéaire ou carrée. 


Die Ergebnisse der bekannten Stabilitatsuntersuchungen der Kreiszylinderschalet 
gelten unter der Voraussetzung gleichbleibender Wandstirke. Kine Ausnahme hiervon 
macht eine Arbeit von Biezeno-Koch?, in der die Stabilitat eines zylindrischen 
Flissigkeitsbehalters mit absatzweise veranderlicher Wandstarke untersucht wird. 
Der Einflu8 einer stetigen Verinderlichkeit der Wandstarke auf die Stabilitat der 
Kreiszylinderschale wurde, soweit dem Verfasser bekannt, bisher noch nicht unter- 
sucht. Eine exakte geschlossene Lésung der im folgenden entwickelten Grund- 
gleichung des Stabilitétsproblems ist selbst bei Annahme einfachster Gesetze fir 
die stetige Anderung des Querschnittes nicht méglich. Beschrankt man sich hingegen 
auf eine schwache Querschnittsinderung entlang der Zylindererzeugenden, so ist 
das vorliegende Randwertproblem dem bei konstanter Wandstarke direkt losbaren 


* Herrn Prof. Dr. Th. Péschl zum 70. Geburtstage gewidmet. 

1 Literaturangaben hierzu enthalten die Biicher: 8S. Timoshenko: Theory of Elastic Stability, 
S. 439—491. New York und London. 1936. — K. Girkmann: Flachentragwerke, 2. Aufl., 
S. 452—456. Wien: Springer-Verlag. 1948. — A. Pfliger: Stabilitaétsprobleme der Elastostatik, 
S. 121—144. Berlin-Gottingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1950. 

2 CG. B. Biezeno und J. J. Koch: Proc. 5. Intern. Congr. Appl. Mech. Cambridge (Mass.) 
1938, S. 34. — Vgl. auch C. B. Biezeno und R. Grammel: Technische Dynamik, 8. 607—620. 
Berlin: Springer-Verlag. 1939. 
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Stabilitiitsproblem hinreichend benachbart, so dafs die bekannte Methode der Storungs- 
theorie fiir das Eigenwertproblem zur angeniherten Loésung herangezogen werden 
kann, die auf der wichtigen Stetigkeitseigenschaft der Higenwerte und Kigenfunktionen 
beruht?. 

Im folgenden soll dieses Verfahren zur Lésung des Stabilitatsproblems einer Kreis- 
zylinderschale benutzt werden, die lediglich durch einen auf ihre beiden Rénder 
wirkenden axialen Druck belastet ist, wobei die Untersuchung auf nur axialsymmetrische 
Ausbeulungsformen beschrankt wird. 

In (1) werden die Grundgleichungen fiir dieses Stabilitatsproblem bei stetig ver- 
inderlicher Wandstarke aufgestellt, sodann in (2) mit der Annahme schwacher Quer- 
schnittsinderung vereinfacht. Die angeniherte Losung des Eigenwertproblems ist 
in (3) durchgefiihrt. 


1. Die Differentialgleichung fiir das Stabilitétsproblem. 


Es bezeichnen J und a die Héhe und den Halbmesser der Schale, 6(”) die verander- 
liche Wandstarke in der Entfernung x vom oberen Schalenrande. Die Langeneinheit 
jedes Zylinderrandes ist mit P belastet, (uw, w) bedeuten die Verschiebungen eines 
Punktes der Schalenmittelflache in axialer und radialer Richtung, letztere positiv 
nach auBen. 

Bei dem bis zur Stabilitatsgrenze giiltigen statisch bestimmten Spannungszustand 
treten im Querschnitte x die Schnittkrafte N,9 = — P, Noo = 90 auf. Bei Er- 
reichung der Knickgrenze sollen die Randbedingungen fiir eine an den Randern 
freigelagerte Schale in Kraft treten. Der Spannungszustand des belasteten und aus 
der geraden Gleichgewichtslage gebrachten (verbogenen) Zylinders ist dargestellt 
durch 


LN poet IV praises gt iN pysees M,, @.-- 


Die Gleichgewichtsbedingungen am deformierten Zylinderelement lauten: 


N, =0, (1) 
Qo +N,—N.“Z =0, (2) 
M,’ —aQ, = 9, (3) 
worin die mit Akzent ’ bezeichneten Ableitungen nach der Dimensionslosen 
oe 


genommen sind. 
Fiir die Schnittkrafte N, und N, gilt, wenn Korrekturglieder von der Gré®en- 
Oo : . c 
ordnung ~- unberiicksichtigt bleiben, 


HO 


Ne= aye +9) «) 
HO 
Nes ali) (w+ yw’). (5) 
Aus (1) folgt nach Integration und bei Beachtung, daB an den Randern i pe SE 
sein mub: 
NV = 0 


® Sie ist im wesentlichen schon von Lord Rayleigh bei der Behandlung der Schwingungen 
einer Saite mit kleinen Unhomogenitiiten benutzt worden (Theory of sound, 2. Aufl., Bd. I 
S. 115—118, London 1894), ferner von E, Schrédinger: Ann. Physik 80, 437 (1926) und 
W. Meyer zur Capellen: Ingenieur-Arch. 10, 167 (1939); ebenda Th. Péschl 9, 34 (1938). 
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oder wegen (4): 


u +t+vw = 0; (a) 
hiermit ergibt sich aus (5) fiir die Ringkraft N, 
Eo 
Ne = qe: (6) 
Damit geht die Gleichgewichtsgleichung (2) iiber in 
/ EK » Us ‘r 
Q» oie 7 w a w= 0. (7) 
Fiir das Biegungsmoment M, gilt mit der Biegungssteifigkeit 
; LS | 
gaeornc yy rey (8) 
K 
Mo = (w'’ — wu’), 


oder wegen (a): 
1 ES eat (w’’ +9 w). 


Hierin stellt der Summand » w eine Korrektur dar ahnlich jener, die in (4) und (5) 


unberiicksichtigt geblieben ist und daher fortgelassen werden kann. 
dw 


Mit y=, als Neigung der Tangente der Biegelinie der Zylindererzeugenden 


wird schlieBlich 


iC 
Me aks (9) 


womit die Gleichgewichtsgleichung (3) bei Beachtung der Veranderlichkeit von K 
sich tiberfiihren 1a8t in 


‘rt Oo” / : 
t+ 3854 = ZO (I) 
Durch Differentiation von (7) entsteht als zweite Gleichung zwischen Q, und y: 
aa Oo ' ’ 6’ 1 
Qe" —F Oe + By +P (y’—-Fx')=0. (1) 
Mit der Variabelntransformation 
Vy 
paz (10) 
wird (I) tibergefiihrt in 
2 
6V" — dV’ —28"V = 12 (1 -*)Q, (La) 


und es gehen nun die simultanen Grundgleichungen (I) und (II) mit Kinfiihrung 
des Operators 

Gia ole = ls) (11) 
tiber in 


‘rt a 
Pere Vat) o> 

Vv (12a, b) 
L(Q.) + PL(-g)=— BV. 


Durch Beseitigung von Q, ergibt sich daher folgende homogene Gleichung 4. Ordnung 
fiir die Variable V = x 0: 
Lae Vs ee | Pa? ve | 2. 2 =— 
LL(V) —2L(6" V)+ 12(1 —*) > L (=) Eio (iso? V0. fA) 


womit die Grundgleichung dieses Stabilititsproblems bei stetig veriinderlicher Wand- 
stirke 6 ihre einfachste Form erhalten hat. Mit P —0 entstehen aus (12) die 
, 20* 
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homogenen Grundgleichungen fiir das Spannungsproblem des zylindrischen Be- 
hilters mit veriinderlicher Wandstirke?; sie lassen sich aut je eine homogene Gleichung 


4, Ordnung ee 


LLG) 20 Hj a Ot 
und 
LLY) Fee ne Say 5 


fir die Variabeln V und Q, iberfihren. 


Im Falle 6’ = konst. ist die Aufspaltung dieser Gleichungen 4. Ordnung in je 
zwei Differentialgleichungen 2. Ordnung von der Form L(..) +¢(..) = 0 méglich; 
dann gilt das quadratische Wandstarkengesetz 

| k 
(6) = seth E+b, 


Das Hinzutreten des mit P behafteten Gliedes in Gl. (A) verhindert aber den eben 
erwihnten Zerfall in zwei Gleichungen 2. Ordnung. 


Deen L(+) enewicteh ta Ge a 


x Ve a (4 6'2 ne, 66), 


so geht die Grundgleichung (A) im Falle 6’ = k, also bei quadratischer Anderung 
der Wandstirke mit € tiber in 
LL(V)—2kL(V) +121— A) SSL (V) — 4.6" V +22 (402 — 8) + 
+12(1—yr)aV =90, 


und diese Gleichung la8t nur fiir 6 = konst. eine Zerlegung in zwei Gleichungen 
2. Ordnung zu. 


2. Die Zylinderschale mit schwach verainderlicher Wandstirke. 
Bezeichnen 6,, 6,, die Wandstirken am oberen und unteren Schalenrande, wo die 
homogene Ortskoordinate € = w/a die Sonderwerte = 0 und &, = 2 erhalt, so 
andere sich die Wandstirke 6 (€) gemaB 


$() = 6, [1 +ut (4), (13a) 


wo « einen Parameter bedeute, dessen héhere als erste Potenzen vernach- 
lassigbar klein seien. Die vorlaufig noch willkiirliche stetige Funktion / Pes 


hat am oberen Rande den Wert Null, am unteren Rande sei sie mit / (1) = 1 festgelegt. 
Dann hat der Parameter uw die Bedeutung 


Ow 
ane Sates iM (13b) 
Mit der Abktirzung 
61(€) = bef (=-} (130) 
lautet das Wandstarkengesetz 
0(f) = 8, + m 4; (6). (13d) 


* Vgl. K. Federhofer: Anz. Akad. Wiss. Wien, math.-naturwiss. Kl. 1950, 275 und Osterr. 
Ingenieur-Arch. 6, 43 (1951). 
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Mit diesem Ansatze entsteht aus dem Operator LZ (..) aus (11): 
L(..)= 6, (0.7 #4 B, (..), 


By (= Og()" 10, (Ct) = 85 (70.4) — fF ¢..)'}; 


damit la8t sich die Grundgleichung (A) fiir V in ihre explizite Form tberfiihren. 
Mit den Zwischenergebnissen 


wo 


LL ; : 
See wR V fT) EE — f° 0) FPP, 
Sat ear VL PV) + 
REET OLE PY +P PPV 
Le )= arb —2uf+3eep—...)V} 


= 5 (V" — aE" + 5f V +27" V) + uIP” + 10ff V+ 
+4(2P2 +47) V]—...}, 


dem Eigenwerte 


j= = BI -AS (14) 
und mit der durch 
f= 3(1— v8) 5 (15) 
bestimmten Abklingungszahl x geht (A) tiber in 
VY 4AV" 4+4¢4V4+u[((2/V —3f"' V" — 5" V’ — 2fV Vy — 
AGU" + 5F V+ 2¢" VY] +e LP VY — Bf fv" — Ff" —8F PV — 
mono eh eA lO he ape ep) Vy 
+ Glieder héherer Ordnung als yp? = 0. (16) 


3. Das Nullproblem (ungestértes Problem). 


Fir « = 0, also fiir konstante Wandstarke, entsteht die bekannte homogene 
Grundgleichung fiir die Eigenfunktionen des Nullproblems 
VV LAV" +44V=0. (17) 
Die Eigenfunktionen 
Viele 6 Cos ag Ey An Bi sek 28 x. an (18) 
gentigen mit 


l 5 3 
der am oberen und unteren Rande §,=0, &, = = vorgeschriebenen Bedingung 


M,,= 0, die gemi8 den Gl. (9) und (10) gleichbedeutend ist mit V' = 0. 
Da 


somit 
Goat ac : 
wy (€) = 62 | V,.dé= Aa sin «; é, 
so ist auch die Bedingung w = 0 an den Randern erfiillt. 


Diese Eigenfunktionen sollen ,,normiert* sein, d.h. es sei der konstante, wegen 
der Homogenitaét der Differentialgleichung (17) willkiirliche Faktor ¢ so gewahlt, dal 


282 K. Federhofer: 


U 


é 
50 
wonach 
* 2 OX au 2a 
Oe eae PAL 
und daher 
V1 (6) = |/ 42% 008 (xe) (18a) 
Ferner gilt 
by . 
(V,.QV,@de=0 fir i+#k. (20) 
, 


Mit (18a) liefert Gl. (17) fiir die von «, (das hei8t von der Zahl k der Halbwellen) 
abhangigen Higenwerte /, des Nullproblems die Beziehung 


4 x4 


Ay = 092 + 2° (21) 
X74, 
Jenes « =«,, das den kleinsten Eigenwert Amin =A, liefert, ist zu berechnen aus 
os 1 4 x! 
Det: ed ee oe 
wonach 
Op II 
oder 
Ky ae "4 A= = 
Hiermit wird gema8 (21): 
4 ree Prin @ 
(ins ee ae rae 
Demnach gilt fiir die kleinste Knicklast 
4K, #2 E 0,2 
— —— 22 
Prin a a V3 (1— 22) = 
Die zugehorige Zahl n der Halbwellen betragt dann 
1 Sp as ae 
n=——x2 =<4 a) (23) 


um Ya 6,/2 
Das hieraus gerechnete » wird im allgemeinen nicht ganzzahlig sein; man hat dann 


Prmin fiir die beiden dem n nachstliegenden ganzen Werte von » auszurechnen und 
den kleineren von beiden zu nehmen, der die wahre kleinste Knickbelastung darstellt. 


4. Niherungslésung der Gl. (16). 


Die schon eingangs hervorgehobene Stetigkeitseigenschaft® der EigengréBen laBt 
den SchluB zu, da diese bei veranderlicher Wandstirke fiir hinreichend kleines us 
in der Nachbarschaft von V, A, liegen miissen, so daB fiir die k-te Kigenfunktion V ,* 
und fiir den k-ten Eigenwert /,* in Gl. (16) die Ansiitze® 

Viet =VituVe tweet... (24a) 


A,* = Ay + AL Wedge +o. (24b) 


> R. Courant und D. Hilbert: Methoden der mathematischen Physik, §§ 2, 4, S. 337. 
Berlin: Springer-Verlag. 1924. 

° Wo es nicht besonders notwendig ist, die Ordnung der Kigenschwingung hervorzuheben, 
wird im folgenden der Ordnungszeiger k fortgelassen. 
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gemacht werden kénnen. Geht man hiermit in die Gl. (16), so ergibt der Koeffizienten- 


vergleich der Glieder mit dem Faktor « und ,2 fiir V (€) und V (&) die inhomogenen 
Differentialgleichungen 


PE 4A =F, (é, 2), (25) 
VV LAV" +4¢V =F, (é, A, A), (26) 
wo 
Peewee AV (8 EY ay VR BY OPV Pt 
+AGV" +57 V' +27" 7) (27) 
und ; 


P, (6, 4,2) = — 20" — 2.0" = (2¢ 0 — 8p V" — 5" Vi — 2 pV V) + 
age yt sy Vv OFA ade Ve Bf V’ +27" V)— 
= {PVN — 3 ff 0" — (6 ff" — 387 1) — 26 —f #")V} — 
— HPV" + lOff V+ 4(2f2 +f 1) V}. (28) 


Die erste St6rung V der Eigenfunktion und ebenso die héheren Stérungen sind 
demnach aus inhomogenen Gleichungen zu bestimmen, die gerade zu der homogenen 
Gl. (17) gehéren, der die ungestérte EKigenfunktion V geniigt, denn in (25), (26) steht 
an der Stelle von A* der spezielle Eigenwert 2 des Nullproblems; die rechten Seiten 
dieser inhomogenen Gleichungen enthalten dagegen aufer bekannten GrdBen noch 
die unbekannten Stérungen A, A des Eigenwertes 2. 

Dieser Sachverhalt erméglicht aber die Berechnung der Verbesserung des Eigen- 
wertes A durch einfache Quadraturen ohne vorherige Losung der inhomogenen 
Gl. (25). Denn diese inhomogene Gleichung hat fiir emen HKigenwert der homogenen 
iiberhaupt nur dann und immer dann eine Losung, wenn ihre rechte Gleichungsseite 
auf der zugehérigen Eigenfunktion orthogonal ist. 

Die tatsiichliche Losung der inhomogenen Gl. (25) erweist sich demnach erst dann 
notig, wenn neben der Verbesserung V der Higenfunktion V auch eine zweite Ver- 


besserung 4 des EKigenwertes / angestrebt wird. 
Fall a. Fir die lineare Zunahme der Wandstarke ist in (13c): 


they 


61 (6) = 8.5 


und, demnach 


zu setzen. 
Hiermit berechnet sich aus (27) die erste Storfunktion mit Beachtung von (18) zu 
ie Ge ee 7 a . 5A sin xp € 
i ee Ay COS %% & a & cos «; ¢ 5 Maer aa 
Dies 148t sich wegen (18) umformen in 
Fy, x (&, Ax) = 0% (Ay On) a, (29) 
worin : F ; 
Ay + 2 Oy 5 nr be xX, § 20) 
9x (€, Ax) = z a a ara (30) 
Nun muB nach Obigem F,,, auf V;, orthogonal sein, wonach 


7 


\ Fie V,.dé = 0 


e 


So 
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oder 
| (Ag — 9x) Vie dé = 9. (31) 
50 
Mit Riicksicht auf (19) folgt daraus 
by 
ae = \ 9 V2 dé 
50 


oder nach Durchfithrung der Integrationen 
Ie = | (ly + 2 02). (31a) 
Hiermit liefert (24b) den verbesserten Higenwert 
Apt = dy, + (Ae + 2 2). 
Im besonderen folgt fiir die Verbesserung von Amin, WO 0? = 277 = = Amin: 


Amin® = Amin + £ (Amin + 2 x?) 
oder einfach 
Amin™ = (1 aie it) Amin- 


Da 
Prin a 
Amin = 427 = ‘K, ’ 
so folgt aus 
Pyin* ae 
Amine = 
min ie 


fiir die verbesserte kleinste Knicklast 
E 8,2 
Poin* = (1 + wv) Pmin = (1 Oa a 


Zur Berechnung der ersten Stérung V, der Eigenfunktion entwickelt man diese 
nach den Eigenfunktionen V; des Nullproblems’: 


Ful Srey (33) 


i=1 


(32) 


womit wieder samtliche Randbedingungen erfiillt bleiben. 
Ebenso wird die erste Stérfunktion F’,,, in eine Reihe nach den Higenfunktionen 


entwickelt: 


Fe, = Oe (A — gx) Ve (€) = SI Cri V; (€). (34) 
t=1 
Nach Multiplikation mit V; und Integration tiber den Bereich & = 0 bis & = &,, ent- 
steht wegen (19) und (20): 
U 
Oni = | On” (Ax — Yr) Vie Vi dé, 
0 


und zwar 


Sy 


0.5 = \ On oO, Vy, Vege Phin! waves (35) 
0 
fir 1 = k wird wegen (31): 
Ci ee 0. (36) 


7 Dieser Lésungsgang ist fir Higenwertprobleme vom Sturm-Liouvilleschen Typus ent- 
wickelt in Courant-Hilbert, Kap. V, § 5, 8.240 und 279. 
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Mit den Ansatzen (33) und (34) geht die Differentialgleichung (25) fiir V, iiber in 


co co 
oy Vee (VEY + Ag Vie’ + 4A Ve) =D! ons Vi. (37) 
4=1 = 1 
Da : 
Ve A Ee Bea e'V fae 0, 
demnach 
ViV +44), = — Ai V5"; 
so entsteht aus (37): 
a Pei lhe ADV =)’ Cre Vi 
t=1 i=1 
oder wegen V,” = — a? V;: 


D) (Cre + Yi (Ae — A) « 2] V; = 0. 


i=l 
Demnach sind die Beiwerte y,; bestimmt durch 
Fu 
| On 9p Ve Vi dé 
Cre 0 i : , é 
lyst aN, aR ee furs (¢ eek, (38) 


Um das. zuniichst in der Form 0/0 unbestimmt bleibende y,,, festzulegen, wird der 
gestorten EKigenfunktion V,,* dieselbe Normierungsbedingung wie fiir V, vorge- 
schrieben, das heiBt 


oa 


Vt? dé = 1 
gesetzt. 
Mit 
Viet = Ve +e Vi, 

folgt bei Unterdriickung des in uw quadratischen Gliedes 
7 Su *u zs 
\Vite dé = 1 = |Vedé + 2p \V, Ved, 
0 0 0 : 


demnach 
\V, Vi dé = 0 
0 
oder wegen (33): 
Day eer 0. 
Somit ist die erste Storung der Eigenfunktion gegeben durch 
V — Ke 
V,.(8) ee wey (39) 


wobei der Zeiger 1 = k auszuschalten ist. 


Mit der in (30) angegebenen Funktion g,, fiihrt die Berechnung der Beiwerte c, ; 
gemaB Gl. (35) zu folgendem Ergebnisse: 
= 9. a8 
a EB (a2 et) (Ag + 2 x2) 
Im besonderen ergibt sich hieraus fiir «,=—.«, (das dem Amin zugehdrt) wegen 
Mme eee 


Oy? + Fs 


7 7 


— 5A, [(— 1)°*"— 1). 
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16 x4 (6 x2 — 7 «,?) wet 
Cni=~ pa a, [(—1)" * *— Te (40) 
Da fast 
° x 
Ay = O47 O62 
und a, 
x” 
A= OP Ae a,2 
so wird ; an, 
(Oj? — 0,7) (H,? %;?— 4% 
Ar pa hi aa = oe 2 p) 
womit Gl. (38) tbergeht in 
A — Oni Oyg" 
Vet = (6,2 — 0,2) (orp? 0,2 — 4 x?) * 


Speziell fiir «, = «, folgt hieraus 


Oni 
Viet a (22 — a2)? 


und mit Beachtung von (40) 


16 x4 (6 x2 — 7 «,?) ni 
(SOA EB (2 2 — o,2)4 ( 1) a 1], 
wobei der Zeiger 1 = n = Lo x V2 auszunehmen ist. 


Die nun bekannte erste Storung V, erlaubt die Berechnung der zweiten Stor- 
— = fs 
funktion F, (&, A, 2) aus Gl. (28), die sich wegen f= —- und mit Riicksicht auf 


V"’ = — @V und VY = + ao V vereinfacht in : 
= ee = 2 civil Oona CV see 
FA (64,2) = [pat +(4— Ag + Agz) ot —ga|V +e (A-2az)V 
VN 4 (paar pei. (41) 
Su 
Auf Grund der Orthogonalitaitsbedingung | F,Vd&—0 1laBt sich nun die zweite 
Stl 


Verbesserung 1. des Higenwertes 4 berechnen. 
Die Durchfiihrung der etwas langwierigen Rechnung fiihrt zu folgendem Ergebnisse: 


In = Ie | | ae (= =) 


‘e (eS Re 
2 3 k? x3 

CoO 
2 Nee 


‘ a? Oty" 
2 2 — 0,2 1 2 4% — Os (Ay + 2 o,?) e 
Se 


05? — ory" J 


[(— 1) ** — Ais tie 


Anstatt die erste Storung V, der Eigenfunktion nach den Kigenfunktionen V; zu 


entwickeln [vgl. Gl. (33)], kann die inhomogene Gl. (25) fiir V, auch unmittelbar 
gelost werden. 


Zunaichst wird Gl. (25): 


Vat + ani! +408 Vy, = Fy.p = 0 oy? | 008 of — 


Ae x 2 a,2 ean 5 de sin a, € 


ORE 
U Su O7, 


durch Hintragung von A, aus GL. (81a) und mit den Abkiirzungen 
by = oy (44 + 3 ax,4), 
b, = 5 (44 + «,8), 
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umgeformt in 
vt aps AE Pe a 4 x4 Ve Ls = by | , é) Cos Xr é — b, sin Xp i . 
Sie besitzt mit 


4 4 
4x — 5 a, 


F Na as Xp, (4 264 — ovy4) 
die Lésung 
tz ka 2 (4x*— «,1) b ; Ly Ss 
Vic Be = (Eu — £) Ein on 8 + by (E 008 ae £ — 5-8in oy é) 


fiir One Ss 2 “, 
welche die Randbedingungen Vx = 0 firé=0 und = 4, = 2 (Verschwinden 


der Biegungsmomente) befriedigt. 


Mit Hilfe dieser Lésung laBt sich aus Gl. (41) die zweite Storfunktion F, (E, A, 1) 
berechnen und mit dieser durch Erfiillung der Orthogonalitatsbedingung die zweite 


Verbesserung 7. Die Anschreibung des dabei entstehenden, sehr umstindlichen 


Ausdruckes fiir 2 kann unterbleiben, da sich die vorliegende Untersuchung auf kleine 
Parameter w beschrankt, fiir welche die erste Naiherung [GIl. (31a) und (32)] hinreicht. 


Fall b. Fir die quadratische Zunahme der Wandstirke ist in (13¢): 


oo 


é S 
fle)=e 


und demnach 


zu setzen. wt 
Hiermit berechnet sich aus (27) die Storungsfunktion F,,;, (€ A,) zu 


Py pt = (Ay on? Ex? — 6 on? + 4 Ay) C08 0, & — 10 04, A, E sin oF, € — 


ere OC,” (Ax a 2 x) ee COS X% bs 
Die Forderung 


Sy 
\ Fun (§, Ay)* Ve dé = 0 
0 
liefert 
= ka k x 
(Ay 1? 4? —Boag® + 4 Az) 2 op t 10 ow, Ax ve ae 


k 
— oy" (Ay + 2 0,7) aoe (24? a? + 3) =0, 


= {I 17 1 2 kh? x? 
iy = daly =e | f eal 3 7). 


Somit wird der verbesserte EHigenwert /,* in erster Naherung 
1 17 LE Dale act 
Aj* = Ay f Hn (5 De a2 ) Pal 3 7). 


Fir die Verbesserung von Amin ergibt sich hieraus wegen 


woraus sich ergibt 


2 72 jhe 
ste ae 
2 10 
Amin™ = (1 a =) Amin oes Baa 
3 oy 


P* 2 
Hiermit folgt wegen A* = - x 


fiir die verbesserte kleinste Knicklast 
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£62 ra 2 5 a Oy ) 
ay3(— 7) | . H( 273 G =e op 

Die erste Verbesserung V,, der Eigenfunktion V, kann wieder nach der im Falle a 
beschriebenen Art berechnet werden. Da sie aber nur zur Berechnung einer zweiten 


Verbesserung 2 des Eigenwertes bendtigt wird und diese wegen der vorausgesetzten 
Kleinheit des Parameters « nicht beabsichtigt ist, so mége deren Berechnung unter- 
bleiben. 

Die hier benutzte Methode erweist sich auch bei der Berechnung der Kigenschwing- 
zahlen von Zylinderschalen mit schwacher Querschnittsinderung als recht zweckmabig, 
woriiber in einer weiteren Mitteilung berichtet werden wird. 


Pyin* = 


(Eingegangen am 11. Januar 1952.) 


Uber die athermische Plastizitat und die Kerbwirkung im Raumgitter. 
Von F. Vitovee, Wien. 
Mit 5 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die bestehenden dynamischen Plastizitétstheorien setzen eine hohe 
Kerbwirkung voraus. Unter der Annahme, da8 in Realkristallen infolge der Mosaikstruktur 
bereits versetzungsahnliche Gitterstérungen vorgebildet sind, zu deren Aktivierung nur eine 
verhaltnismaBig geringe Energie erforderlich ist, werden die Formeln abgeleitet, welche die 
kritische Schubspannung als Funktion von Temperatur und Verformungsgeschwindigkeit dar- 
stellen. Dem athermischen Grundvorgang tiberlagert sich die thermische Entfestigung. Die 
Annahme einer Kerbwirkung ist nicht erforderlich. Der dargestellte Funktionsverlauf stimmt 
mit den Versuchswerten von Hinkristallen und Vielkristallen tiberein. Auf Grund des gegebenen 
Bildes werden Verfestigung und EHinflu8 der Fremdatome besprochen. 


Summary. In the existing dynamical theories of plasticity a high notch effect is supposed. 
Assuming that in real crystals, due to their tessellated structure, lattice dislocations exist which 
may become active by a comparatively small energy, formulae are derived which represent the 
critical shear stress as a function of the temperature and the deformation velocity. To the athermic 
basic process a thermal de-hardening process is superimposed. It is not necessary to assume a 
notch effect. The graph of the function corresponds to experimental results taken from single 
erystals and polycrystals. Strainhardening, and influence of solute atoms, is discussed by using 
the ideas developed in the paper. 


Résumé. Les théories de plasticité dynamiques existantes supposent un effet d’entaille 
important. En admettant que dans les cristaux réels, par suite de la structure en mosaique, il 
y a déja des dislocations du réseau dont l’activation ne nécessite qu’une énergie relativement 
faible, on établit les formules qui représentent |’effort critique de cisaillement en fonction de 
la température et de la vitesse de déformation. .La désolidification thermique se superpose au 
phénoméne fondamental athermique. Il est inutile d’admettre un effet d’entaille. La courbe 
représentée correspond avec les résultats d’essai pour monocristaux et polycristaux. Ce concepte 
s’applique a la solidification et l’influence des atomes étrangers. 


Auf Grund theoretischer Uberlegungen ergeben sich fiir den stérungsfreien Ideal- 
kristall FlieBspannungen, die um GréBenordnungen iiber jenen liegen, welche zur 
Gleitverformung von Realkristallen erforderlich sind!. Bereits 1921 hat M. Polanyi? 
darauf hingewiesen, da’ der Unterschied zwischen theoretischer und experimenteller 
Schubspannung durch einen quantenhaften Vorgang der Gleitung zu erkliren sei. 
Der zunaichst naheliegende Schritt war, die Wiirmebewegung der Atome fiir das 
Entstehen der Gleitung heranzuziehen, ohne damit éine besondere Vorstellung iiber 


+ U. Dehlinger: Atomistische Theorie der Festigkeit. Handbuch der Werkstoffpriifung 
Bd. II, S. 26, herausgegeben von EK. Siebel. Berlin: Springer-Verlag. 1939. s 
* M. Polanyi: Uber die Natur des Zerrei8vorganges. Z. Physik 7, 323—327 (1921). 
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den Gleitvorgang selbst zu verbinden. Auf dieser Grundlage entwickelte R. Becker? 
1926 seine Theorie, indem er annahm, dab Warmeschwankungen die zur Auslésung 
einer bleibenden Verformung erforderliche kritische Schubspannung vermindern. Die 
auf Grund dieser Annahme entwickelten Formeln ergaben jedoch einen wesentlichen 
KinfluB der Temperatur auf die kritische Schubspannung, besonders im Bereiche 
tiefer Temperaturen. Nach Versuchen von M. Polanyi und E. Schmid‘, W. Boas 
und E.Schmid®, W. Fahrenhorst und E. Schmid* sowie W. MeiBner, M. 
Polanyi und KE. Schmid’ ist im Gegensatz zur Beckerschen Formel die Temperatur- 
abhingigkeit der kritischen Schubspannung verhiltnismaiBig gering (athermische 
Plastizitat). E. Orowan’ konnte jedoch 1934 zeigen, daB& die von R. Becker ent- 
wickelte Formel bei Einfithrung eines Kerbwirkungsfaktors von der GroBenordnung 10? 
bis 10° auch die genannten Versuchsergebnisse gut wiederzugeben vermag. 


1934 wurde gleichzeitig von G. J. Taylor® und M. Polanyi? eine gleichartige 
Vorstellung tiber den Mechanismus des Gleitvorganges entwickelt, die heute als ge- 
sicherte Tatsache angenommen wird. Sie beruht auf der Annahme, daB ein ,,ortlicher 
Gleitschritt**, Versetzung genannt, bei dem in einem ortlich begrenzten Bereich einer 
Atomreihe eine solche mit einem  Uber- 
schuBatom gegeniibersteht, sich wie eine Ver- 
dichtungswelle tiber die Gleitebene fortpflanzt, | Pama aeele 
bis schlieBlich die durch die Gleitebene getrenn- ral ae we és 

| é 


fe} 


: 
6 


O------O 


ten Kristallteile um einen Atomabstand gegen- o of fe} d 
einander verschoben sind (Abb. 1). Die Gleit- 
verformung ergibt sich somit aus einer groBen Abb. 1. Schematische Darstellung einer 
Zahl solcher Versetzungen. Die Vorstellung ,, Versetzung“. 

geht dahin, daf die Versetzungen (raumlich: 

Versetzungslinien) an Fehlstellen, z. B. infolge Mosaikstruktur, entstehen und 
unter verhaltnismaBig geringem Energieaufwand wandern. 


Uber die Bildung und Wanderung der Versetzungen bestehen derzeit zwei An- 
schauungen!!. Nach der deutschen Schule ist zur Bildung der Versetzung eine 
thermische Energie erforderlich, wahrend die zur Wanderung der Versetzung er- 
forderliche Energie praktisch vernachlassigt werden kann. Hierfiir lassen sich die 
Beckerschen Uberlegungen iibertragen, indem die Warmeschwankungen die Bildungs- 
geschwindigkeit der Versetzungen und damit die Verformungsgeschwindigkeit be- 
stimmen. Die von R. Becker abgeleitete Formel wurde auch fiir die neue Auffassung 
vom Gleitmechanismus ohne Anderung beibehalten. 


| 
| 
| 


3 R. Becker: Uber Plastizitat, Verfestigung und Rekristallisation. Z. techn. Physik 547—555 
1926). 

: a Polanyiund E. Schmid: Zur Frage der Plastizitat. Verformung bei tiefen Temperaturen. 
Naturwiss. 17, 301—304 (1929). 

5 W. Boas und E. Schmid: Uber die Temperaturabhingigkeit der Kristallplastizitat. Z. 
Physik 61, 767—781 (1930). és 

6 W. Fahrenhorst und E. Schmid: Uber die Temperaturabhangigkeit der Kristallplastizi- 
tat. If. Z. Physik 64, 845—855 (1930). 

7 W. MeiBner, M. Polanyi und E. Schmid: Plastizitaét von Metallkristallen bei tiefsten 
Temperaturen. Z. Physik 66, 477—489 (1930). 

8B. Orowan: Zur Kristallplastizitat. Z. Physik 89, 605—633 (1934); Schweiz. Arch. angew. 
Wiss. Techn. 1, 117—126 (1935). 

® G. I. Taylor: The Mechanism of Plastic Deformation of Crystals. Proc. Roy. Soc. (London), 


Ser. A 145, 362, 388, 405 (1934). 
10 M. Polanyi: Uber eine Art Gitterstérung, die einen Kristall plastisch machen kénnte. 


Z. Physik 89, 660 (1934). 
11 Vgl. G. Masing: Zur Atomistik der plastischen Deformation. Berg- u. hiittenménn. Mh. 


montan. Hochschule Leoben 94, 274—282 (1949). 
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Nach der englischen Auffassung sind die Versetzungen infolge der Mosaikstruktur 
bereits wanderungsfihig vorgebildet. Gitterstorungen bzw. Gittereigenspannungen 
hemmen jedoch die Wanderung der Versetzungen und bestimmen dadurch die Gleit- 
geschwindigkeit. Allerdings konnte die Darstellung des Einflusses von Temperatur 
und Verformungsgeschwindigkeit auf die kritische Schubspannung nach diesem Bild 
noch nicht befriedigend gelost werden. 

Somit wurde zunichst von R. Becker die rein thermische Gleittheorie entwickelt, 
die dann auf Grund der Anschauungen tiber den Gleitmechanismus zu einer Theorie 
fiihrte, welche sowohl die Fehlstellen als auch die Wiirmeschwankungen heranzieht, 
und schlieBlich besteht noch die englische Auffassung, dai die Versetzungen bereits 
vorgebildet sind und daher fir sie keine 
Aktivierungsenergie erforderlich ist. 

Wie bereits erwihnt, war zur Uberein- 
stimmung der Beckerschen Formel mit 
den Versuchsergebnissen die Annahme 
einer Kerbwirkung im Raumgitter erforder- 
lich, wobei der Kerbwirkungsfaktor in der 
GroBenordnung von 10? bis 10? legen 
sollte. Dies wiirde bedeuten, da bei 
Belastung an den Fehlstellen die Verschie- 
bung derAtome aus ihrer Gleichgewichts- 
‘. lage den 100- bis 1000fachen Betrag der 
iibrigen Atome erreichen mu. Die ent- 
sprechende, von E. Orowan modifizierte 
Beckersche Formel lautet: 

V ty? T° 2 
yo == (Cre | Tth 


A 


+ 


Schwellenergle ¥ 
or, 


(1) 
Darin bedeuten g den Kerbwirkungsfaktor, 
: ; Tn die theoretische Schubspannung, t, 
Hi epegl die durch Belastung aufgebrachte Schub- 
spannung, G den Gleitmodul, 7' die absolute 
Temperatur, & die Boltzmann-Konstante 
\ und C einen Proportionalititsfaktor. V ist 
Abb. 2. Energie- und Kraftverlauf zwischen nach Becker jenes Raumgebiet, iiber das 
zwei Gitterpunkten. sich die kritische Warmeschwankung er- 
strecken mu, damit der entstehende 
értliche Gleitvorgang nach Auflésen der thermischen Spannungsschwankung von der 
elastischen Umgebung nicht riickgiingig gemacht wird. Es entspricht nach der 
Dimensionsgleichung dem Atom- bzw. Molvolumen. 

Kine so hohe Kerbwirkung im diskontinuierlichen Raumgitter wurde mehrfach 
angezweifelt’® und man setzte an Stelle der theoretischen Schubspannung t,, die 
kritische Schubspannung im absoluten Nullpunkt t) = t%,/¢ in Rechnung. Es er- 
scheint dann zwar in der Formel kein Kerbwirkungsfaktor, die Kerbwirkung ist jedoch 
auch fiir diese Formel Voraussetzung, solange der Spannungs-Schiebungs-Verlauf 
gleichbleibt (Abb. 2, Kurve II). Bei Schubbeanspruchung erleiden simtliche Atome 
der Gleitzone im Mittel die gleiche Verschiebung aus ihrer Ruhelage. Es ist anzu- 
nehmen, dafs der Verschiebungsbetrag an der Fehlstelle nicht wesentlich gréBer ist 
als im iibrigen Gleitbereich. Die zugehérige Spannung wire aber kleiner (Abb. 2). 


Schubspanning T 


@ Vgl. G. Masing: Lehrbuch der allgemeinen Metallkunde, 8. 372. Berlin: Springer-Ver- 
lag. 1950. 
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Rechnet man anderseits mit gleicher Spannung, dann miifbte die Verschiebung an 
der Fehlstelle gréBer sein. In jedem Fall ist daher, auch wenn der Kerbwirkungs- 
faktor in der Formel nicht aufscheint, nach dem als Grundlage dienenden Bild vom Verfor- 
mungsmechanismus eine hohe Kerbwirkung Voraussetzung fiir die Giiltigkeit der Formel. 

Es bestehen nun zwei Méglichkeiten, die Verminderung der hohen theoretischen 
Schubspannung ohne Kerbwirkung zu erkliren. Entweder es herrschen an den 
Gitterfehlstellen hohe Schubeigenspannungen oder es sind die Fehlstellen so geartet, 
daB Aktivierungsenergie und Forminderungsweg ohne Wirkung hoher Eigen- 
spannungen vermindert sind. Die Tatsache, 
daB sehr reine und sorgfiltig gegliihte Proben 
die geringsten kritischen Schubspannungen 
aufweisen'’, spricht gegen die Annahme von 
hohen Schubeigenspannungen im unverform- 
ten Werkstoff. 

Nimmt man jedoch an, da8B an den 
Mosaikgrenzen versetzungsartige Gitterstérun- 
gen bereits vorhanden sind (Abb. 3), so hat 
die Aktivierungsenergie, welche diese Gitter- 
storung in wanderungsfaihigen Zustand ver- 
setzt, den in Abb. 2, Kurve ITI, dargestellten 
Verlauf. Es werden nach dieser Vorstellung 
nicht nur die Schwellenergie vermindert, 
sondern auch die zugehérigen Schiebungs- 
betrage. Erst dann eriibrigt sich die Annahme 
einer Kerbwirkung. 

Im Realkristall kommen Gitterstérungen 
aller Grade vor. Ihre Haufigkeitsverteilung 
ist vom Stérungszustand bzw. der Mosaik- 
struktur abhangig. Es ist zu erwarten, dab 
die Spannungs- Dehnungs-Linie von der Haufig- 
keitsverteilung der graduell verschiedenen 
gh ne og 12 Ae ea Sees hates Gitterstorungen infolge Mosaikstruktur 
Tm allgemeinen rechnet man jedoch mit einem sowie der stabilisierenden Wirkung von 
Mittelwert der Schwellenergie. Die kritische fyemdatomen auf die versetzungsartigen 
Schubspannung diirfte somit durch Gitter- Gitterstérungen. 
stérungen gréBter Haufigkeit bestimmt sein. 

Bei Ubertragung der Beckerschen Uberlegungen auf die Versetzungstheorie wurde 
nicht beriicksichtigt, da an den Felilstellen die Schwellenergie bereits vermindert 
ist und daher nicht mit der hohen theoretischen Schubspannung, sondern mit einer 
geringeren zu rechnen ist. Aus der Verminderung der theoretischen Schwell- 
energie durch die Gitterstérungen ergibt sich die Ursache fiir das athermische Ver- 
halten der plastischen Eigenschaften. Dem athermischen Grundvorgang, der durch 
die Fehlstellen bedingt ist, iiberlagert sich ein thermischer insofern, als die Warme- 
schwankungen die Zahl der bei einer bestimmten Schubspannung wanderungsfahigen 
Versetzungen erhdhen. Weiters berechnete R. Becker die Aktivierungsenergie aus 
der Differenz von theoretischer Schubspannung und der durch Belastung aufgebrachten 
Schubspannung. Dem Wesen der Boltzmann-Funktion entspricht es jedoch, die 
Differenz der Energien in Rechnung zu setzen™. 


2: 


Abb. 3. Schematische Darstellung der 


"38 W. Boasu. E. Schmid: Uber die Dehnung von Cadmiumkristallen. Z. Physik 54, 16-45 (1929). 
4 F, Vitovee und H. Nowotny: Zur Theorie der dynamischen Verformung. Z. Physik 131, 
4\-—47 (1951). 
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Ist die theoretische Schwellenergie im ungestérten Gitter Qj, und die durch die 
Gitterstérungen an den Mosaikgrenzen aufgespeicherte Energie Q,,, 80 ist die zur 
Aktivierung der Versetzungen erforderliche mittlere Energie Q 


Qo = Vin — st (2) 
Durch eine Schubbeanspruchung wird die Aktivierungsenergie um Q, vermindert 
und es ist 

Qw ae Qo is Qa: (3) 


Ahnlich dem Beckerschen Ansatz ergibt sich die Verformungsgeschwindigkeit v mit 


Abb. 4. Verhaltnis der Spannungen 1,/t) als Funktion von Verformungsgeschwindigkeit v/C 
und Aktivierungsenergie Q@) bei Raumtemperatur (7’ = 290°). 


Hilfe der Boltzmannschen Funktion unter Beriicksichtigung von Hin- und Riick- 


reaktion!® zu 
v = C [e~ (Go —%%)/#T — @— (G + Qq)/* =, (4) 


v ist die Verformungsgeschwindigkeit, k die Boltzmann-Konstante, 7’ die absolute 
Temperatur und C eine Konstante. 


Der Potentialverlauf entlang der Gleitebene kann mit Hilfe einer Winkelfunktion 
dargestellt werden (Abb. 2): 


Q= a! (1 — cos ing ). (5) 


1 
Daraus ergibt sich die zugehorige Schubspannung rt zu 


a GQ thee 
ay ee (6) 


* D. Kuhlmann und G. Masing: Untersuchungen zur plastischen Deformation an Kupfer- 
draht. Z. Metallkunde 39, 361—375 (1948). 
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Fiir die Aktivierung einer Versetzung sind unter Beriicksichtigung der Gitterstérung 
an Stelle von Qy, und ty, Q) bzw. ty zu setzen (Abb. 2). Aus GI. (3), (5) und (6) er- 
gibt sich 
i A pil 
Ge Ge ‘cos are sin (<«)), (7) 


wobei 1, die Schubspannung durch auRere Belastung bedeutet, und es ist die Ver- 
formungsgeschwindigkeit v nach Gl. (4) 


1 SF asi? 1 nS 
a, ¥Qo— Qo |1— cos are sin — — = 19 + Qo |1 + co sin | — é 
pao le trlena boone] —vefava brome] 
Durch Umformung von Gl. (8) ergibt sich die kritische Schubspannung rt, zu 
ol 
Tq = T, Sin arc cos | 1 — ar arsinh e** - y/2C']]. (9) 
0 a 


Abb. 5. Einflu8 von Temperatur 7’ und Verformungsgeschwindigkeit v/C auf das Spannungs- 
verhaltnis t,/t) bei Aktivierungsenergien von Q, = 5000 cal/Mol und Q,) = 3000 cal/Mol. 


Die Gl. (8) bzw. (9) sind in Abb. 4 fiir verschiedene Werte von Q, dargestellt. 
Mit Hilfe von Versuchswerten tiber die Abhangigkeit der kritischen Schubspannung 
von der Verformungsgeschwindigkeit lat sich Q) ermitteln und daraus nach Gl. (9) 
der KinfluB der Temperatur berechnen. Die in Abb. 4 dargestellten Kurven fiir den 
Einflu8 der Verformungsgeschwindigkeit auf die kritische Schubspannung besitzen 
im halblogarithmischen Mafistab einen Wendepunkt. Der Gradient nimmt mit 
steigender Verformungsgeschwindigkeit zunachst zu und fallt wieder nach Uber- 
schreiten des Wendepunktes. Die Versuchsergebnisse bestatigen den Funktionsverlauf. 
Die Versuche von D. Kuhlmann und G. Masing™ zeigen den Verlauf im unter- 
kritischen Bereich, jene von M. Kornfeld’ und R. Roscoe!’ den Verlauf im tiber- 
kritischen Bereich und die Versuche von B. Chalmers!* an Sn-Kristallen erstrecken 
sich tiber beide Bereiche. Die von R. Becker entwickelte Formel vermag nur die 


16 M. Kornfeld: Die Kinetik der plastischen Deformation. Physik. Z. Sowjetunion 10, 


605—617 (1936). 
17 R. Roscoe: The Plastic Deformation of Cadmium Single-Crystals. Philos. Mag. J. Sci. 21, 


399—406 (1936). 
18 B. Chalmers: Micro-Plasticity in Crystals of Tin. Proc. Roy. Soc. (London), Ser. A 156, 


427443 (1936). 
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Versuchswerte im unterkritischen Bereich darzustellen. Leider kann auf Grund der 
derzeit vorliegenden Versuchsergebnisse kein exakter Wert von Qo ermittelt werden, 
da entweder der Einflu8 der Belastungsgeschwindigkeit (nicht der Verformungs- 
geschwindigkeit) oder der Hinflu8 der Temperatur untersucht wurde, jedoch nicht 
beide Einfliisse am gleichen Probenwerkstoff. Auf Grund der Temperaturabhingigkeit 
der kritischen Schubspannung diirfte der Wert von Q) in einem Bereich von 2000 
bis 6000 cal/Mol liegen. In Abb. 5 ist der Einflu& der Temperatur und der Ver- 
formungsgeschwindigkeit auf die kritische Schubspannung fiir einen Wert von 
Q, = 5000 cal/Mol und Q, = 3000 cal/Mol dargestellt. 

In diesem Zusammenhang ist weiters zu beriicksichtigen, daB die Gleitung tber 
den gesamten Querschnitt der Probe stattfindet. Setzt jedoch die Gleitung im Inneren 
des Kristalls ein, so miissen Versetzungen entstehen, welche in beide Richtungen 
laufen. Da zuniichst nicht anzunehmen ist, daB Versetzungen, die in entgegengesetzte 
Richtung wandern, am gleichen Ort entstehen (vgl. Abb. 3), werden auch bei reiner 
Gleitung im Realkristall Gitterstérungen bzw. Gitterspannungen entstehen, die zu 
einer Verfestigung fiihren. Neben der Anderung der Hiufigkeit der Gitterst6rungen 
bestimmten Grades mit der Verformung ist dies jedoch nicht die einzige Ursache der 
Verfestigung’. 

Die Bindung einer Versetzung und damit die Verfestigung kann am Mosaikblock- 
rand, an Fremdatomen oder durch Auflésung einer Versetzung bei Wanderung eines 
Paares erfolgen. Im letzten Falle bleibt dann eine freie Versetzung im Gitter zuriick™. 
SchlieBlich kénnen die Gittergebiete, in welchen auf irgendeine Weise Versetzungen 
gebunden sind, bei Fortschreiten des Verzerrungszustandes wieder Ausgangspunkt 
neuer Versetzungen werden. 

Die Wirkung von Fremdatomen kann so erklairt werden, da sie je nach ihrer 
Higenart sowohl die erforderliche Aktivierungsenergie erhdhen, als auch die Wanderung 
der Versetzung behindern kénnen. Bei Aushirtung und Alterung diirfte der erste 
Fall maBgebend sein?®. Die Fremdatome diffundieren im Bestreben, das Gesamt- 
potential zu vermindern, an die Gitterstdrstellen und erhdhen dadurch die Aktivierungs- 
energie fiir die Versetzungen (Abb. 3). Dafiir spricht z. B., daB aushirtungsfihige 
Legierungen unmittelbar nach dem Abléschen weich sind und die Alterung des Stahles 
erst nach Verformung und bei Raumtemperatur nach Auslagerung eintritt, waihrend 
im Gebiet der Blausprédigkeit die Diffusionsgeschwindigkeit der Fremdatome so 
hoch ist, daB die Diffusion an die Stérstellen noch wihrend der Verformung statt- 
findet. AuSerdem ist durch dieses Bild der starke Einflu8 von Spuren von Ver- 
unreinigungen auf den Verformungswiderstand zu erkliren, da zur Erhéhung der 
Aktivierungsenergie der versetzungsihnlichen Gitterstérungen an den Mosaikgrenzen 
verhiltnismaRig wenige Atome ausreichen. 


Fiir die Annahme, daf die Verformungsgeschwindigkeit bzw. der Verformungs- 
widerstand durch die Behinderung der Wanderung der Versetzungen bestimmt wird, 
spricht, dali mit steigender Verformungsgeschwindigkeit auch die kritische Schub- 
spannung tT», welche fiir den absoluten Nullpunkt extrapoliert wird, erhéht wird>. 

In diesem Zusammenhang ist darauf hinzuweisen, daB auch bei vielkristallinen 
hae : ai eee 
Metallen der Kinfluf der Temperatur und der Verformungsgeschwindigkeit auf FlieB- 
grenze und Festigkeit einen Verlauf zeigt, wie er durch Gl. (9) wiedergegeben wird 


TViCls F.R ohm und W. Sautter: Experimenteller Nachweis zweier Arten von Verfestigung 
bei der plastischen Verformung von Kristallen. Z. Metallkunde 42, 289—293 (1951). 
: 20 A. Leon und KF. Vitovec: Uber den Einflu8 der Verformungsalterung auf die kritischen 
a 5 Beitraige zur angewandten Mechanik (Federhofer-Girkmann-Festschrift), 8. 239—254 
Tien. 1950. 
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und in Abb. 5 dargestellt ist#. Es ist daher méglich, Gl. (8) auch fiir vielkristalline 
Werkstoffe anzuwenden, wenn man annimmt, dab infolge der gegenseitigen Ver- 
formungsbehinderung der Kristallite die Aktivierungsenergie Q, bzw. die Schub- 
spannung ty, erhoht wird. 


(Hingegangen am 18. Januar 1952.) 


Einfaches Gerait zur mechanischen Auswertung 
von Vermessungsaufgaben. 


Von W. Embacher, Wien. 
Mit 3 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Elementare Vektoroperationen werden zur Lésung von Aufgaben der 
Vermessung verwendet. Die Aufspaltung eines Vektors in rechtwinkelige Koordinaten sowie 
die Addition und Subtraktion von Vektoren wird auf vier Stellen genau, mechanisch durchgefiihrt. 


Summary. Elementary vector operations are applied to solve problems of surveying. The 
decomposition of a vector into rectangular coordinates, and the addition and subtraction of 
vectors, is carried out mechanically to four figures. 


Résumé. Les opérations vectorielles élémentaires sont appliquées & la solution des problémes 
de la géodésie. La décomposition d’un vecteur en coordonnées rectangulaires, ainsi que l’addition 
et la soustraction des vecteurs sont exécutées mécaniquement et & quatre chiffres. 


Um einen beliebigen Punkt P in der Ebene festzulegen, kann man so vorgehen, 
dafZ man einen festen Punkt O wahlt und die Strecke OP nach Linge, Richtung und 
Richtungssinn angibt. Die ,,Polarmethode“‘, eine Aufnahmemethode in der niederen 
Geodiasie, fiihrt bekanntlich auf diese Art der Festlegung eines Punktes zuriick und 
entspricht im Grunde genommen der Messung von Vektoren. Ein GroBteil der Ver- 
messungsaufgaben laBt sich vektoriell losen, und diese Losungen wiirden die Arbeit 
des Ingenieurs wesentlich verkiirzen, wenn es moéglich ware, nicht nur formelmaBig, 
sondern auch praktisch mit Vektoren zu rechnen und eine Zerlegung der Vektoren 
in Koordinaten ohne umstindliche Tafelwerke durchzufihren. 

Der Verfasser hat, zuriickgreifend auf das sogenannte Vektorgerat von K. Fried- 
rich!, ein Instrument entwickelt, welches fiir die Ablesung von vierstelligen Zahlen 
hinreichend genau ist und zur mechanischen Auswertung von Vermessungsaufgaben, 
aber auch zur Auflésung zahlreicher Beispiele der Statik? dienen kann. 


Das Auswertegerat (6sterreichisches Patent angemeldet). 


Es besteht aus einem Bodenbrett (Abb. 1), auf dem ein kleineres Brett in einer 
Schwalbenschwanzfiihrung verschiebbar angebracht ist. Darauf befindet sich ein 
Teilkreis, der sich gegen die Nullmarke F verdrehen la8t. Kin Zeiger ZZ’, im Mittel- 
punkt M des Teilkreises drehbar angebracht, erméglicht die Kinstellung eines Vektors. 


21 P, Ludwik: Uber den EHinflu8 der Deformationsgeschwindigkeit bei bleibenden Defor- 
mationen mit besonderer Beriicksichtigung der Nachwirkungserscheinungen. Physik. Z. 10, 
411—417 (1909). — M.J.Manjoine und A. Nadai: High Speed Tension Test at Elevated 
Temperatures. Proc. Amer. Soc. Test. Mater. 40, 822—837 (1940). — A. Nadai und M. J. 
Manjoine: High Speed Tension Test at Elevated Temperatures. Parts IT and IIT. Trans. A. 8. 
M. E. 68, A-77 (1941). — M. J. Manjoine: Influence of Rate of Strain and Temperature on 
Yield Stresses of Mild Steel. J. appl. Mechan. 211—218 (1944). — E. A. Davies: The Effect 
of the Speed of Stretching and the Rate of Loading on the Yielding of Mild Steel. Trans. A. S. 
M. E. 60, A-137 (1938). 

1D. R. P. 333548. 

2 W. Embacher: Mechanische Auswertung von Aufgaben der graphischen Statik und von 
Absteckungen. Osterr. Bauztg., Wien 1952. 
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Uber dem ganzen befindet sich mit dem Bodenbrett fest verbunden ein Koordinato- 
graph, der jeden Punkt der Teilkreisebene zahlenmaBig erfassen kann. Am Ende 
des waagrechten Armes HH’ des Koordinatographen befindet sich ein um den Null- 
punkt O drehbares Achsenkreuz. Alle Teilungen sind mit Nonien versehen, so dal 
man den Zehntelmillimeter bzw. die Bogenminute ablesen und einstellen kann. Die 
waagrechte und senkrechte Bewegung des Koordinatographen kann durch je ein 
fiinfstelliges Zihlwerk mit Zehneriibertragung, in der Skizze mit R, und R, be- 
zeichnet, registriert werden. Die Zahlrader werden ahnlich der Proportional-Hebel- 
rechenmaschine iiber die Kupplung K und iiber eine Zahnstange mit dem beweglichen 
Teil des Koordinatographen verbunden. 


SS 


>\ 
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Abb. 1: 


Auf Grund der einfachen Handhabung des 50-m-Mafbandes setzen sich sowohl 
bei der Polaraufnahme als auch bei Polygonziigen Héchstentfernungen von 50 m 
immer mehr durch. Um den praktischen Mafstab 1: 100 beibehalten zu k6nnen, 
wird die Linge des Zeigers mit 50 cm festgesetzt. Alle tibrigen Mafe des Instrumentes 
ergeben sich aus dieser Lange. ’ 

Kine Abschaitzung der Genauigkeit des Instrumentes laBt sich leicht durchfiihren, 
wenn man komplexe Zahlen den Vektoren in der Ebene zuordnet. Ein Vektor von 
der Lange a und der Richtung « laiBt sich darstellen als 

a (cos « +7sin«) =ae*, 
dann ist 
d(ae’*)=iae*dax + eda; 


das hei®t, ein Fehler in der Richtung bewirkt eine Verdrehung des Vektors, und 
zwar betragt diese Verdrehung im linearen Ma®B Liinge des Vektors mal Richtungs- 
fehler (im Bogenma®) und ein Fehler in der Vektorlinge wirkt sich in der Richtung 
des Vektors aus. Das wiirde fiir die oben angefiihrte Ablesegenauigkeit bedeuten 
daB man im MaSstab 1: 200 fiir den Endpunkt eines 100m langen Vektors eine 


pa mit der groBen Achse a = 1-5em und der kleinen Achse 6 = 1:0 cm 
erhalt, a 
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Streckensummierung und -zerlegung in Komponenten. 


Der Rechenvorgang ist sehr einfach und soll an Hand eines praktischen Beispiels 
erlaéutert werden: Es sei eine Strecke von der Liinge 7 und der Richtung 125° zu 
einer Strecke von der Liinge 5 und der Richtung 35° zu addieren. In der abgekiirzten 
Schreibweise lautet diese Aufgabe: 


Base + Tas? == 2 


Der Teilkreis wird auf 125° eingestellt und die waagrechte Schiene des Koordinato- 
graphen, sie soll weiterhin als Lineal bezeichnet werden, steht auf Null. Nun wird 
der Teilkreis waagrecht und der Koordinatograph senkrecht so lange verschoben, 
bis das Ablesekreuz O mit der Fiinfermarke des Zeigers ZZ’, der vorher auf 35°-ein- 
gestellt wurde, zur Deckung kommt. Nun stellt man auf dem Lineal 7 ein, dreht 
den Zeiger, bis er wieder mit dem Kreuz O’ zur Deckung kommt, und liest am Zeiger 
die Linge und Richtung des Summenvektors ab. Die entsprechende Vektorgleichung 
lautet: 

535° + Tie5° = 8°6g9° 30’. 

Soll der Vektor von der Liinge 8°6 und der Richtung 89° 30’ in zwei Vektoren 

von der Richtung 35° und 125° zerlegt werden, das heiBt 

8°6 9° 30° = 435° + bi 25°, 
so geht man folgendermaBen vor: Der Teilkreis wird auf 125° und der Zeiger auf 
89° 30° gestellt. Die Marke O des Ablesekreuzes bringt man zur Deckung mit der 
Marke 8°6 des Zeigers ZZ’. Hierauf dreht man den Zeiger auf 35° und verschiebt 
das Lineal wieder so, da die Marke des Ablesekreuzes wieder mit dem Lineal zur 
Deckung kommt. Die Linge der Komponente in Richtung 125° liest man nun am 
Lineal, die Lange der Komponente in Richtung 35° am Zeiger ab. Man erhalt schlieB- 
lich die Vektorgleichung: 

8°6go° 30° = 535° + Tigs°. 


Verwendungsméglichkeit des Gerites. 


Alle Umwandlungen von Polarkoordinaten in rechtwinkelige und ihre Umkehrungen 
kénnen mit der oben angefiihrten Genauigkeit durchgefiihrt werden. Die Berechnung 
von Richtungswinkeln und Entfernungen, die vollautomatische Berechnung von 
Polygonziigen, das Riickwiartseinschneiden, das Problem der unzuginglichen Distanz, 
die Streckenteilung von einem Instrumentenstandpunkt aus, die Bestimmung der 
Winkelfunktionen und schlieBlich der Ausgleich nach vermittelnden und bedingten 
Beobachtungen nach der Methode der kleinsten Quadrate gehért in den Anwendungs- 
bereich des Instrumentes. 


Auswertung der angefiihrten Aufgaben. 


Im vorhergehenden Abschnitt wurde die grofe Anzahl der Anwendungsmoglich- 
keiten des Instrumentes angefiihrt. Es soll zunichst die fiir das Gerat einfachste 
Aufgabe, die vollautomatische Berechnung der Polaraufnahme und des Polygonzuges 
gezeigt werden. Zur Berechnung der Polaraufnahme wird der Nullpunkt O des Ablese- 
kreuzes mit dem Mittelpunkt M des Teilkreises zur Deckung gebracht. In den Zahl- 
werken R, und R, stellt man die Koordinaten des Instrumentenstandpunktes ein, 
hierauf werden durch die Kupplung K die Zaihlwerke mit dem Koordinatographen 
in Verbindung gebracht. Stellt man nun mit dem Zeiger die Richtung und Entfernung 
des gesuchten Punktes ein und bringt den Punkt O des Lineals mit der Entfernungs- 
marke des Zeigers zur Deckung, so kann man am Zahlwerk die Koordinaten des 
am Gerit eingestellten Punktes ablesen. Bei der Auswertung eines Polygonzuges 
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werden die Koordinaten aller Brechungspunkte auf diese Art fortlaufend bestimmt. — 
Zur Losung der Umkehraufgabe, der Ermittlung von Richtungswinkel und Entfernung, 
stellt man in den Zaihlwerken R, und R, die Koordinaten des ersten Punktes ein, 
bringt den Punkt O des Ablesekreuzes mit dem Mittelpunkt M des Teilkreises zur 
Deckung und kuppelt die Zaihlwerke ein. Nun wird der Koordinatograph so lange 
verstellt, bis die Koordinaten des zweiten Punktes in den Zahlwerken erscheinen. 
Die Verbindung M—O ergibt die Entfernung und den Richtungswinkel zwischen 
den beiden Punkten. 

Zur Berechnung eines Neupunktes nach.der Schnittmethode wird erst die Dreiecks- 
berechnung nach der oben beschriebenen Streckenzerlegung durchgefiihrt. Man erhalt 
dadurch die zwei Vektoren zum Neupunkt. Wie bei der Polaraufnahme lassen sich 
damit die Koordinaten des gesuchten Punktes bestimmen. 


Der Riickwirtsschnitt wird mit Hilfe des Collinschen Hilfspunktes C (Abb. 2) 
durchgefiihrt. Zunaichst rechnet man die Koordinaten von C aus dem Dreieck 13C. 
Die Strecke 13 wird in die Richtungen 13 — B 


und 31 + « zerlegt. Diezugehérige Vektorgleichung 
lautet : 


Free hore Sy ere 


Abb. 2. Abb. 3. 


Aus den Dreiecken 1C N und 3N C erhalt man den Neupunkt NV. Dazu wird die 
Strecke 70 in die Richtungen 7N und ON, die Strecke O3 in die Richtungen C NV 


und 3.N zerlegt. Der Riickwirtsschnitt zerfillt also in drei Vorwartsschnitte, deren 
Auswertung nach dem oben Gezeigten bereits bekannt ist. 


Das Problem der unzuganglichen Distanz oder die Aufgabe von Hansen lait 
sich ebenfalls auf Vorwartsschnitte zuriickfiihren, wenn man die Ausgangsseite z. B. 


mit 100°00 m annimmt und die resultierenden Seiten im entsprechenden Verhiltnis 
vergréBert oder verkleinert. 


Kin Vektor P, P, (Abb. 3) kann als Differenz der Ortsvektoren seines Endpunktes 
und _seines Anfangspunktes bestimmt werden. Man ermittelt die Entfernung und 
die Richtung zu P, und P,, sodann entnimmt man aus dem Auswertegeriit Richtung 


und Lange des Vektors P, P,. Die nachste Aufgabe sei, die Strecke P, P, in einem 
Punkt P im Verhaltnis 4:1 zu teilen. Es soll 


—_—_—>  —> 
Py PE pee ee 
sein oder 


P, Pv P,P, =A aay, 
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somit ist 


und 
A 
Heelys aT (Po — 1): 
Damit erhalt man den Vektor des Teilungspunktes 


j ri A 
p= M1 rz ‘i 7 (Pa — Pa) = (1 a 7) Py WaT pe 


es ist weiter 


und schlieBlich 


Dieser Teilungsvektor liBt sich mit dem Gerit bestimmen. Nun wird er in die 


Natur iibertragen, und die Aufgabe, die Strecke P,P, zu ermitteln und im Ver- 
haltnis 2:1 zu teilen, kann von einem Instrumentenstandpunkt aus gelést werden. 

Die Winkelfunktionen lassen sich am Koordinatographen oder am Zahlwerk 
ablesen, wenn der Teilkreis auf Null gestellt wird und der Zeiger in der gewiinschten 
Richtung steht. Bringt man das Ablesekreuz tiber die 10-cm-Marke des Zeigers, so 
erhalt man den Sinus und Cosinus; stellt man auf dem Lineal 10:00 ein, so ist auf 
der senkrechten Teilung des Koordinatographen die Tangente abzulesen. 

Die Lésung der Ausgleichsrechnung mit Hilfe des Auswertegerites hat der Ver- 
fasser in einer friiheren Arbeit? behandelt. Es wurde darin gezeigt, wie man die 
Richtung der Achsen der Fehlerellipse schon beim Aufstellen der Widerspruchsvektoren 
findet, die vektorielle Ausgleichsrechnung konnte auf simtliche vermittelnde Beob- 
achtungen ausgedehnt werden, und der vektorielle Ausgleich von Dreiecksnetzen 
nach bedingten Beobachtungen wurde durchgefiihrt. Auch auf diesem Gebiete bringt 
die Anwendung des Auswertegeriites eine groBe Zeitersparnis. 


(Hingegangen am 4. Marz 1952.) 


Das allgemeine ebene Problem des ideal-plastischen isotropen K6rpers. 
Von Hilda Geiringer, dzt. Rom*. 
Mit 3 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Das vollstandige Gleichungssystem eines isotropen, ideal-plastischen 
Korpers wird angesetzt mit allgemeiner FlieBbedingung, F’ (o,, 2, 63) = 0 (o; Hauptspannungen), 
und von einem plastischen Potential abgeleiteter Beziehung zwischen den Tensoren der Spannung 
und Deformationsgeschwindigkeit. Daraus wird ein ebenes System gewonnen, das einerseits 
den Fall von ,,plane stress‘‘ deckt fiir Metalle, anderseits den Fall nichtmetallischen Materials. 
Dieses Gleichungssystem wird untersucht, insbesondere beziiglich Integration (Linearisierung, 
Charakteristiken usw.). Auch Fragen angeniherter Integration im Zusammenhang mit Rand- 
wertproblemen des Systems werden berihrt. 


Summary. We consider the complete system of equations of an isotropic perfectly plastic 
body assuming a general yield condition, F (o,, 0,,03;) = 0 (o; = principal stresses), and a 
relation between the tensors of stress and of strain velocity, derived from a plastic potential. 
From this a plane system is obtained which covers both the cases of “plane stress’’ of a ductile 


3 W.Embacher: Vektorielle Ausgleichsrechnung. Dissertation, Technische Hochschule 


Wien, April 1949. 
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metal and that of plane strain of a general material (like clay, ice). The integration of this system 
is investigated (linearization, characteristics, etc.). Also questions of approximate integration 
are mentionned in connection with remarks on boundary value problems. 

Résumé. On considére le systéme complet d’équations d’un corps parfaitement plastique 
sous hypothése d’une condition de plasticité générale, F (o,, 02, 3) = 0 (0; tensions principales), 
et d’une relation entre les tenseurs des tensions et des vitesses de déformation dérivée d’un potentiel 
plastique. On en déduit un systéme plane général, se rapportant et aux métaux ductiles (en 
cas des «tensions planes» et des «déformations planes») et aux matériaux non métaux comme 
terres, etc. On étudie l’intégration de ce systéme complet (linéarization, charactéristiques, etc.) 
en ajoutant des remarques concernant les problémes de l’intégration approchée et les problemes 
aux limites. 


Plastizititstheorie ist die Theorie der Spannungen und Deformationen (,,strain 
and stress‘‘) jenseits der Elastizitatsgrenze. Das Grundprinzip der Elastizitatstheorie 
in Hookes bekannter Fassung: ,,Ut tensio sic vis“ driickt aus, daf eine ein-ein- 
deutige Beziehung zwischen Spannung und Deformation angenommen wird. In der 
klassischen Elastizitatstheorie, in der unendlich kleine Verriickungen betrachtet 
werden, hangen die Deformationen von den Ableitungen der Verriickungen linear ab; 
auBerdem setzt man eine lineare Beziehung zwischen den Tensoren der Spannung 
und der Deformation voraus. Man hat auch gelegentlich nicht lineare Beziehungen 

0 zwischen Spannung und Deformation 
studiert; doch wird an dem Prinzip 
ein-eindeutiger gegenseitiger Ab- 
hingigkeit von Spannung und Defor- 
mation festgehalten. Es handelt sich 
in einer solchen Theorie um eine nicht 
lineare Elastizitatstheorie, doch nicht 
um eine Plastizitatstheorie. 

Abb Sprechen wir nun anderseits von 
einem plastischen Grundphiano- 
men. Im Falle der Zugbeanspruchung eines dehnbaren Metallstabes weist das Spannungs- 
Dehnungsdiagramm die folgende (Abb. 1) wohlbekannte Gestalt auf: Zuniachst eine 
durch den Anfangspunkt gehende geneigte Gerade entsprechend dem elastischen 
Zustande; daran anschlieBend eine nur schwach geneigte Linie, deren Richtung sich 
der horizontalen nahert. In diesem letzteren Bereich ist die Bezeichnung zwischen 
Spannung und Dehnung nicht mehr reversibel, daher nicht mehr ein-eindeutig. Eine 
einfache Idealisierung dieser — hier schon in betrichlicher Schematisierung wieder- 
gegebenen — Verhiltnisse besteht darin, den Teil CD des Diagramms durch eine 
Horizontale zu ersetzen. (Dabei kann man nachtriglich der sog. Verfestigung insofern 
Rechnung tragen, da man eine mittlere Spannung, o*, an Stelle der zum Punkte C 
gehérenden Spannung in die Gleichung dieser Geraden, o = o*, einfiihrt.) Entscheidend 
ist, dafi gemaB dieser Vorstellung sich die Spannung jenseits einer gewissen Bean- 
spruchung nicht mehr iaindert, sondern dauernd einen festen Wert beibehilt, auch wenn 
nun die Beanspruchung beliebig vergréBert wird. Die Existenz einer solchen Grenze, 
o = o*, ist eine der wesentlichen Hypothesen der Theorie des sog. ideal- oder per- 
feckt-plastischen Korpers. Zur Behandlung des allgemeinen Falles ist noch eine 
zweite unabhingige Hypothese erforderlich. Diese spricht aus, da® die Spannungen 
in bestimmter Weise, nicht mehr wie in der Elastizitatstheorie mit den Deformationen, 
sondern nun mit den Deformationsgeschwindigkeiten zusammenhangen. Khe 
wir weitergehen, wollen wir einige historische Bemerkungen einschalten. 

Man mag den Beginn der wissensschaftlichen Plastizitatstheorie in der 1868 er- 
schienenen Arbeit des Osterreichischen Ingenieurs Tresca! sehen, der, gestiitzt auf 

' H. Tresca: Mém. prés. par divers savants 18, 733—799 (1868); 20 (1872). 
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Beobachtungen, die treffende Hypothese aufstellte, daB ein Metall zu flieBen beginnt, 
sobald die absolut gréBte Schubspannung einen gewissen Wert erreicht. 1870 wurde 
Trescas Kriterium von B. de Saint Venant2 aufgenommen, der eine auf den rationalen 
Begriffen der Kontinuititsmechanik basierte Theorie entwickelte; in diesem Sinne 
erganzte er Trescas Kriterium durch eine Beziehung zwischen Spannungen und 
Deformationsgeschwindigkeiten, der gemiiB die entsprechenden Tensoren koaxial sind. 
Saint Venants Theorie beschrankte sich auf den ebenen Fall; M. Lévy® verallge- 
meinerte die Tresca-Saint Venantschen Ansiitze auf den dreidimensionalen Fall. 
1913 formulierte v. Mises‘ eine allgemeine Theorie dessen, was man heute als ,,ideal 
plastischen Kérper“ bezeichnet. Er verallgemeinerte und priizisierte die Idee der 
,,Plastizitiitsgrenze‘‘ und schlug insbesondere eine von der Trescaschen verschiedene 
Form der Plastizitiitsgrenze vor, die heute weitgehend angenommen und _beniitzt 
wird. Wir wollen nun die Gleichungen dieser Saint Venant-Misesschen Theorie des 
ideal plastischen Koérpers, die den Ausgangspunkt unserer weiteren Uberlegungen 
bilden wird, kurz angeben. 


Zunachst gelten in jedem Punkt des plastischen Kérpers und zu jeder Zeit die 
Bewegungsgleichungen. Insofern fiir die langsamen Deformationen, die wir im all- 
gemeinen betrachten, die Beschleunigungen vernachlissigbar sind, treten Gleich- 
gewichts- an Stelle von Bewegungsgleichungen. Es bezeichne y den Resultantvektor 
aller iuBeren Krafte auf die Volumeinheit bezogen, v den Vektor der FlieBgeschwindig- 
keit, X’ den Spannungstensor. Die Gleichgewichtsbedingungen, falls y = 0, lauten 
dann, mit iiblichen Bezeichnungen fiir die Spannungen, wobei man insbesondere 
Try = Tt, uSw. setzt: 


OO, | OF, Oy 
dz ' dy si oe 
OT, Oy OT» : 
agg he 
Oy OT» Oo, 
4 — () I 
Ox oy . az ee: (I) 
oder in kurzer tensorieller Form 
Givi sO ee (I’) 


Dies sind drei Gleichungen fiir sechs Unbekannte. Sodann gilt die mehrfach erwahnte 
,,Plastizititsbedingung*, die die Verallgemeinerung der oben benutzten Beziehung 
o = o* darstellt. Diese Bedingung stellt in jedem Fall fest, da nur eine bestimmte 
fimfdimensionale Mannigfaltigkeit von Spannungen mit vollplastischem Zustand 
vereinbar ist. Die von Mises vorgeschlagene Form dieser Bedingung ist 


q = (o. Oy) F (oy 0.) (0, By)? ae 6 (T" Ty Tq) 8 K? = (0, ae 0»)? ae 

= Ay — 9,) + (Gy: 0,)° — 8K? — 0; (IT) 
die o; sind hier die ,,Hauptspannungen“™. Es folgt endlich die Beziehung zwischen 
Spannung und Deformationsgeschwindigkeit: Man erkennt, da der Tensor, 2, selbst 


in dieser nicht auftreten kann, da Erfahrung lehrt, daB unter dem EHinflu8 eines allseits 
gleichen Druckes plastisches FlieBen nicht eintritt. Bezeichnet man mit — p = 


= a (c, +6, + .,) die mittlere Normalspannung, mit J die Kinheitsmatrix, mit 
x’ = + pZJ den reduzierten Spannungstensor, fir den o, +o,'+.6,,=0 
gilt, so steht in unserer Theorie dies 2” in Beziehung zum Tensor, H, der Deformations- 


de Saint Venant: C. R. hebd. Séances Acad. Sci. 70, 473—480 (1870). 


chal 3 
3 M. Lévy: C. R. hebd. Séances Acad. Sci. 70, 1323—1325 (1870). 
4 R.v. Mises: Nachr. Ges. Wiss. Gottingen 1918, 582—592. 
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geschwindigkeit, ahnlich wie in der Theorie der z&éhen Flissigkeiten. Wenn dann 
Vy, Vy, V, die Komponenten des Vektors der FlieBgeschwindigkeit sind, so bezeichnen 


Eee ee ae : bi ue oD) 
wir in tblicher Weise mit ¢, = oe oh 
eal ee be (Sees 4 fa 
mits pow = 5 2 = ¥ (Fe Py eee 
Tensor # ist dann durch 
oe 
: ieee 
#H = 9 Vz 
are 
QV 


Wy 


By? die Dehnungsgeschwindigkeiten, 


die Verzerrungsgeschwindigkeiten, und der 


[rs 1 
9 V2 9 vy 
“ ee 
Ey 9 Va 
Weve A 

9 Va Ex 


gegeben. Nun wird angesetzt, daB in jedem Augenblick und an jedem Ort die Ten- 


soren &’ und # proportional sind, 
Ne oe (III) 


Doch ist, im Gegensatz zur Theorie der zihen Fliissigkeiten, & hier nicht eine Kon- 
stante, sondern (wenn wir von der Zeit absehen, alles fiir einen bestimmten Moment 
betrachten) eine unbekannte Funktion der Koordinaten k = k(2, y, z), die lediglich 
der Ungleichung & = 0 unterworfen ist, und als unbekannte Variable in unser Glei- 
chungssystem eingeht. In Koordinaten 


} $ , iS pan 
OF = Ce pee Of =hien 


1 : tee 1 5 
T= Zk Ve, Ty == hy, tT = ah. (IIT) 


Ks ist fiir das Folgende wichtig, daf man (III) auch in anderer Form schreiben 
kann: Bezeichnen wir mit h (o,,0,, ...7,) eine differenzierbare Funktion der sechs 
Spannungskomponenten und mit Grad h den derivierten Tensor von h, d. h. den 
Tensor 

oh 1 ch 1 oh 


00» 2) drs 2H, 
1 oh 
Grad h = 9 et, Si ehiat wifelymi alte, wie? a awe 
1. oh oh 
0) Oly a ee Un w he 00, 
Dann sieht man, daB Grad g = 6 X”, und da®B man daher (IIL) auch durch 
Gradg =k E (IIT’) 


ersetzen kann. 


Von den sechs Gleichungen (IIT) sind nur fiinf voneinander unabhingig, da einer- 
seits 


, , 
Ox + Oy C, a 0, 


anderseits die Kontinuititsgleichung gilt 


div v=é, +¢é +6 =0, (IV) 
die hier die weitgehend zutreffende Inkompressibilitat des plastischen Materials 
ausdriickt. Wir haben also im ganzen zehn Gleichungen (I), ... (LV) mit ebensovielen 


Unbekannten, den sechs Komponenten von , den dreien von » und der Proportionali- 
tatsfunktion hk. 

Aus diesem System leiten wir ein ebenes ab, indem wir aus der Elastizitats- 
theorie bekannte Ansatze entsprechend modifizieren; diese beiden Ansiatze werden im 
wesentlichen durch die Annahmen, é, = 0, einerseits, o, — 0 anderseits charakterisiert. 
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Wenn man die erste dieser Annahmen (,,plane strain‘‘) auf (II) anwendet und (ITI) 


beachtet, so ergibt eine einfache Rechnung das bekannte Resultat, daB diese Be- 
ziehung sich auf 


(o, — oy)? + 41 = (0, — o,)? = konst. (a) 
Peatinerh Nun gilt auBerdem die gleichfalls wohlbekannte Tatsache, daB fiir ¢, —0 
die oben Bey ante! von (II) verschiedene raumliche Bedingung von Tresca-Saint 
Venant-Lévy sich gleichfalls auf (a) reduziert. Dies, sowie die verhiltnismiBige Ein- 
fachheit von (a), oder besser der auf (a) beruhenden Theorie, hat dazu geftihrt, daB 
man fast ausschlieBlich diese Gleichung als die ebene Flie8bedingung betrachtet und 
studiert hat. 

Der durch o, = 0 charakterisierte ebene Fall (,,plane stress‘) ist der wichtige Fall 
einer ebenen Scheibe, die parallel zu ihrer Mittelebene an ihrem Umfang beansprucht 
wird. Weder der dreidimensionale Ansatz von Mises noch der von Saint Venant 
fiihren dann zu (a) oder zu einer in ihren Konsequenzen ahnlich einfachen Gleichung; 
unter Annahme der nun resultierenden Bedingungen wird das mathematische Problem 
ein wesentlich schwierigeres, wie wir im folgenden im Detail sehen werden. Um diese 
neuen T'ypen zu studieren, scheint es natiirlich, ein ebenes Problem mit weitgehend 
allgemeiner FlieSbedingung anzusetzen und zu studieren, um so zum Verstindnis 
des mathematischen Tatbestandes und zu einer Ubersicht tiber die verschiedenen 
Moglichkeiten zu gelangen. 

Es sei noch bemerkt, da auch der Ansatz des ,,plane strain‘, é; = 0, auf allge- 
meinere nicht metallische Materialien, wie Ton oder Eis, angewandt, zur Betrachtung 
von von (a) verschiedenen FleS8bedingungen fiihrt. 

Will man ein ebenes Problem mit allgemeiner FlieBbedingung in angemessener 
Weise formulieren, d. h. so allgemein als es sich mit notwendigen Kinschrankungen 
vertragt, so empfiehlt es sich, wieder vom dreidimensionalen Problem auszugehen, 
allerdings von einem allgemeineren als dem eben behandelten. 

Die Gleichgewichtsbedingungen bleiben offenbar ungeiandert. An Stelle der 
Funktion qg in (II) fiihren wir jetzt eine weitgehend allgemeine Plastizitatsfunktion 
J (Gx, Fy; Oz; Tx» Ty Tz) Cin; diese muB im Fall des isotropen Korpers eine Invariante 
des Spannungstensors, 2, sein, und folglich eine symmetrische Funktion der drei 
Hauptspannungen, o,; also 


J (Gx, Oy, ++- T,) = G (01, D2, 63) = 0. (IT’) 


Ferner soll, wie oben erwihnt, g eine solche Funktion der Spannungen sein, die nur 

von den 6,', dy’, z/, Tx Ty, T, abhangt (L” = 2 + p VJ) oder, was auf dasselbe heraus- 

kommt, eine Funktion, in die auBer den t nur die Differenzen der o,; eingehen; dies 
ist gewahrleistet, wenn die le a 

at aG ag i 

4 4 Oy = 0 (IL”) 


OC» Oy 00, 009, 063 


erfiillt ist. Es besteht kein in ae auf weitere Eigenschaften der Plastizitats- 
flache (II’), wie z. B. Konvexitat, etc. einzugehen. 

Gleichzeitig verallgemeinern wir die Beziehung (III). Wir sahen, dal sich diese 
von einem ,,plastischen Potential‘, qg, ableiten lieB; es scheint angemessen — wir 
werden spiiter den Grund sehen —, auch die allgemeine Beziehung von einem plastischen 
Potential, h, abzuleiten, so dab analog zu (IIL’) nun einfach 


Gradh =k E (yr 


tritt, wobei Grad h oben (S. 302) definiert wurde. Aus denselben Griinden wie eben 
miissen wir annehmen, dab 
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h (On, Oy, ++- Tz) cca Lae (04, Oo, 03), 
oh | oe | Oh aes er oH ! oH ths (que) 
(clomn ony 00, 067 00 003 


1928 hat v. Mises® in einer Untersuchung iiber die Plastizitat der Kristalle die Idee 
eines ,,plastischen Potentials“ eingeftihrt; er fiigte die spezielle Hypothese hinzu, daB 
dieses plastische Potential, h, gleich der FlieBfunktion, g, zu nehmen 
sei, eine Annahme, die durch ein Minimumprinzip ausgezeichnet ist und, wie wir sehen 
werden, mathematisch besonders einfach wird; trotzdem wollen wir uns nicht von 
vornherein daraut festlegen. 

Die Kontinuitatsgleichung (IV) bleibt ungeiéndert. Man sieht, daB wegen der 
zweiten Gl. (III’’’) Gl. (IV) mit (III’’) vertraglich ist. 

Es sei bemerkt, da die Annahme g + hf nicht notwendig eine ausgefallene und 
iiberfliissige Verallgemeinerung darstellt. Wenn man z. B. das obige System (I), (III), 
(IV) betrachtet, aber an Stelle von (II) mit der Tresca-Saint Venantschen FlieB- 
bedingung, Tmax = konst., arbeitet, so ist damit ein plastisches Potential h = q an- 
genommen, wiahrend g jetzt von fA verschieden ist; ahnliches gilt natiirlich, wenn man 
(I), (III), (IV) mit irgendeiner von gq = konst. verschiedenen FlieSbedingung 
kombiniert. 

Von unserem Ansatz (I), (II’), (III’’), (IV) leiten wir nun wieder je ein ebenes 
Problem ab, naimlich mittels der Annahmen 


1. o, = o3 = 0, tte 
die tibrigen Spannungskomponenten o,, o,, tT, unabhaingig von z. 
Hap ei ey =O; Vals Pgs 
die tibrigen Spannungs- und Deformationskomponenten unabhangig von 2. 
Das Resultat einer detaillierten Untersuchung‘, die ich tibergehe, ist, dal beide 
Spezialisierungen zu ganz ahnlichen ebenen Problemen fiihren, mit dem einzigen 


Unterschied, da in 2. eine gewisse einschrinkende Zusatzbedingung identisch erfiillt 
ist. Die resultierenden Gleichungen sind, mit t = T,, y = y,: 


AML te RRR hc 
Ou a oy ” 0x tf ah Ue (1) 
(C2; Oy, T) =F (01, 62) = 0; (2) 
es Me oh tice oh ede 
k Ey = 0,’ ke, = 86,4” k fh pe. (k — OQ). (3) 


Dies sind sechs Gleichungen fiir die sechs Variabeln o,, o,, T, Vy, Vz, k. Die Funktion, h, 
von (III"”’) ist eine gegebene differenzierbare Funktion der Spannungen. Im Falle 2 


: : oH 5 : 

sieht man, da aus ¢, — 0 auch a5, = 0 folgt, also ist wegen (III’’) und (IV) in 
3 

diesem Falle identisch 


oh oh oH oH 


g & = Bes ie é, aa) =< | 

1 = i 2 San Ey 0, On 00, a0; T 005 na 0. (4) 
Ks sind dann von den Gl. (3) nur zwei unabhingig, zu denen (4) als dritte hinzutritt. 
Diese Bedingung (4) — ebene Inkompressibilitét — vereinfacht das ganze Problem; 


wenn f= / und (4) erfiillt ist, so unterscheidet sich das Problem (1), (2), (3) nur 
unwesentlich von dem speziellen Problem: dem die FlieBbedingung (a) zugrunde liegt 
und bei dem (3) durch 


° R.v. Mises: Z. angew. Math. Mechan. 8, 161—185 (1928). 
° H. Geiringer: First Natl. Congress Appl. Mechanics Chicago 


June 1951 to appear in 
Proceedings of this Congress. a 
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Get by P= (Gy — Gy) 2 (Cy —o,) 2 47, (b) 
ersetzt ist. Wir wollen eine FlieBfunktion, /, oder ein plastisches Potential, h, ortho- 
gonal nennen, wenn die Bedingung (4) zutrifft und wenn h = f und (4) erfiillt, von 
einem orthogonalen Problem sprechen. (1), (2), (3) ohne Zusatzbedingung be- 
zeichnen wir als allgemeines, komplettes ebenes Problem des ideal plastischen 
isotropen Kérpers. Das Wort allgemein weist auf die verallgemeinerte FlieS bedingung 
und die entsprechende Beziehung (3) hin; »komplett** deutet an, daB unser Ziel ist, 
Spannungen und Geschwindigkeiten zu bestimmen. 

Zu letzterem Punkt seien noch einige Worte hinzugefiigt. Die drei Gl. (1), (2) 
enthalten nur die drei Spannungen, es ist also bis zu einem gewissen Grad méglich, 
diese drei Gleichungen fiir sich allein zu betrachten, ihre Eigenschaften zu untersuchen 
und partikulare Integrale fiir sie aufzusuchen. Dies war der Standpunkt einer groBen 
Zahl von Arbeiten, die sich mit dem durch (1), (a), (b) definierten ,,speziellen‘‘ Problem 
beschaftigen. Auch im allgemeineren Fall sind zunichst die Gl. (1), (2) fiir sich allein 
untersucht worden. Wir wollen einige Namen nennen: 1946 wurden die Gl. (1), (2) 
von Sokolovsky’ untersucht, fiir die beiden speziellen FlieSbedingungen (nicht 
orthogonale Falle), die sich aus dem Misesschen und dem Saint Venantschen Ansatz 
jeweils durch die Annahme o, = 0 ergeben. Auch Neuber®’, v. Mises®, Sauer!, 
Hodge", Geiringer™ beschaftigen sich bloB mit dem ,,Spannungsproblem“ (1), (2). 
Das komplette System (1), (2), (3) wurde von Hodge™, Hill, Geiringer‘®,'* be- 
trachtet. Soweit es sich um Partikularlosungen des kompletten Systems handelt, ist 
einfach eine aus (1), (2) gewonnene Lésung in (3) einzutragen, worauf man, nach 
Elimination von k, ein lineares System fiir v,, v, erhalt. Wir kommen darauf, sowie 
auf die Schwierigkeiten, die mit kompletten Randwertaufgaben verkniipft sind, noch 
zurtick. Bemerken wir hier nur folgendes: 

Selbst bei den einfachsten Randwertproblemen werden sich die Randbedingungen 
teils auf Spannungen, teils auf Geschwindigkeiten beziehen; auch wird im allgemeinen 
die Grenze zwischen plastischem Material und elastischem (oder starrem) nicht von 
vornherein bekannt sein, vielmehr stellt die Bestimmung dieser freien Grenze, an der 
gewisse Bedingungen erfiillt sein miissen, einen Teil der Aufgabe dar. (In einem 
, plastisch-starren‘’ Problem—im Gegensatz zu_,,plastisch-elastischen‘‘ —laBt sich 
zeigen, dai die genannte Grenze eine Charakteristik sein mu oder eine Hinhiillende 
von Charakteristiken, wobei im nicht orthogonalen Fall merkwiirdige Einschrankungen 


7 V.V. Sokolovsky: C. R. (Doklady) Acad. Sci. URSS 51, 431—434, 175—178 (1946). 

8 H. Neuber: Z. angew. Math. Mechan. 28, 253—257 (1948). 

9 R. v. Mises: Reissner Anniversary Volume, Ann Arbor 1949, 415—429. 

10 R. Sauer: Z. angew. Math. Mechan. 29, 274—279 (1949). 

11 G. P. Hodge Jr.: J. Math. Physics 29, 38—48 (1950). 

2 H. Geiringer: Bull. Amer. math. Soc. 56, 38/39 (1950); ausfiihrlicher in: Office Naval 
Research, Techn. Rep. 55, Providence 1950. 

183 Mehrere Monate nach Abhaltung dieses Vortrages wurde ich mit der Thesis von J. Mandel 
(Sur les équilibres par tranches paralléles des milieux plastiques a la limite d’écoulement. Paris: 
Louis Jean. 1942) bekannt. Man ersieht daraus, daB Mandel schon 1942, also frither als all die 
genannten Autoren, das Problem (1), (2) studierte und fast alle entscheidenden Ergebnisse fand. 
Sein Ausgangspunkt ist die Betrachtung der Mohrschen Kreise und ihrer Einhillenden, wobei 
er sich allerdings auf den ,,reellen‘‘ Kontakt (der dem ,,hyperbolischen“ Fall entspricht) beschrankt, 
was die Vollstiindigkeit seiner Resultate beeintrachtigt. In anderer Hinsicht gehen seine Ergebnisse 
iiber die hier berithrten hinaus (singulares Verhalten usw.). — Anderseits wird es dem Leser der 
Arbeit Mandels und der hier genannten Arbeiten klar scheinen, daB diese Autoren ihre Ergebnisse 
unabhingig von Mandel fanden. ; 

“4 G. P. Hodge Jr.: An Introduction to the theory of perfectly plastic solids, O N R, Provi- 
dence 1950. : 

15 R. Hill: The mathematical theory of plasticity. Oxford: Clarendon Press. 1950. 

16 H, Geiringer: Proc. nat. Acad. Sci. USA 87, 214—220 (1951). 
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fiir diese Charakteristik auftreten.) Jedenfalls kénnen die einem konkreten Problem 
entsprechenden tatsichlichen Spannungen (im Gegensatz zu Partikalarlosungen) nur 
dann aus (1) und (2) allein ermittelt werden, wenn man gentigend Spannungs-Rand- 
bedingungen kennt, um die Spannungen eindeutig festzulegen; wenn dies zutrifft, so 
kann die gefundene Spannung in (3) eingesetzt und die Geschwindigkeiten und k aus 
(3) und den restlichen Randbedingungen bestimmt werden. Wenn aber die Rand- 
bedingungen nicht in dieser Weise zerfallen, so mu® das ganze Randwertproblem 
simultan behandelt. werden. Es fehlt an Zeit, diese Verhiltnisse an Beispielen zu er- 
lautern. Es mag bemerkt werden, daB Mises schon 192517 diese Verhaltnisse im 
wesentlichen aufgeklairt hat, worauf ich 193018, die Wichtigkeit des kompletten 
Problems betonend, die charakteristischen Grundgleichungen fiir die Geschwindig- 
keiten angab. In den letzten Jahren, die besonders starkes Interesse an den Problemen 
der Plastizititstheorie gebracht und zur vollsténdigen Lésung vieler Kinzelprobleme 
sowie zur Vertiefung der Auffassung gefiihrt haben, wird von den Forschern, denen 
dieser Fortschritt wesentlich zu danken ist, der erwihnte Standpunkt energisch betont 
und weiterentwickelt (wir nennen hier Hill, Lee, Prager und verweisen fiir weitere 
wichtige Beitrage und fiir Literaturangaben auf das genannte Werk von Hill”, sowie 
auf das nach Abhaltung dieses Vortrages erschienene Buch von Prager?’). 

Wenden wir uns nun zur naheren Betrachtung des Spannungsproblems (1), (2). 
Mittels (2) kann man auf vielfache Art eine SpannungsgroBe eliminieren, so daB man 
ein System von zwei Differentialgleichungen fiir zwei Bestimmungsstiicke des Span- 
nungstensors erhalt. Das so erhaltene System ist nicht linear, aber von einem Typus, 
den man gelegentlich ,,reduzibel‘‘ nennt, auch ,,quasilinear**. Man betrachte zwei in 
den ersten Ableitungen lineare Differentialgleichungen erster Ordnung, 


ou ou ov ow F 
QO; Bin = b; “Oy =P C; On ~ d, dy — C55 (a = | 2), 
wo die a,,...e; im allgemeinen von wz, y, u,v abhangen. Wenn die a,,...d,; nur 
von x, y abhangen und die e; in wu, v linear sind, so ist das System ein lineares. Wenn 
die a;,, ... d; nur von uw, v abhaingen und die e; = 0, so heiBt das System reduzibel, 


da ein solches offenbar, wenn man die Rolle von abhingigen und unabhingigen 
Variabeln vertauscht in ein lineares tibergeht. Auch die in der Mechanik kompressibler 
Flissigkeiten auftretenden Systeme, sowohl das mit den unabhingig Variabeln 2, y, 
wie auch das mit x, ¢ (Zeit) sind reduzibel, und dies bildet die mathematische Basis 
der dort angewandten Transformationen von Chaplygin, Mélenbrock u. a. 

Um, entsprechend der Isotropie (1), (2) durch ein méglichst symmetrisches System 
zu ersetzen, wahlen wir als die zwei Bestimmungsstiicke von » die folgenden: Den 
Winkel, der das Hauptachsenkreuz &, 7 der Richtung nach festlegt; wir setzen o, = a, 
voraus, nennen & die erste Hauptrichtung und # = (a, &); ferner fiihren wir einen 
Parameter, s, ein, der symmetrisch von o, und o, abhaingt und zur parametrischen 
Darstellung von F (o,, 02) = 0 dient, so daB diese Gleichung gleichwertig ist mit 

d, = 0; (8), Jy = 2 (8). (5) 
Setzt man noch 
do; ; 0,— 0; 0,— 0; 


as = O07; 3 Oo, ara oA ad C4’ = 4; (6) 


so erhaélt man nach einiger Rechnung an Stelle von (1), (2) die Gleichungen 


” R.v. Mises: Z. angew. Math. Mechan. 5, 147—149 (1925). 


Pe H. Pollaczek-Geiringer: Ber. III. Intern. Kongr. Techn. Mech., Bd. II. Stockholm. 
30. 


er W. Prager und G. P. Hodge Jr.: Theory of perfectly plastic solids. New York: Wiley. 
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Os 00 ds oo 
TAENS Vines males Gitme 
0 On On 0g 


(7) 
. ) 4) . . . . 
Hier stellen bart a Richtungsableitungen in Richtung der Hauptachsen dar. Man 


darf (7) als ein reduzibles System ansehen, und es ist erlaubt durch Vertauschung von 
§, 7 mit s, # es in ein lineares System mit s, 0 als unabhingige Variabein zu trans- 
formieren. Man findet, falls die Funktionaldeterminante 2 (s, 0)/0(E, 4) nicht ver- 
schwindet, 

en 0& 0& on 

or ie 10) era pe = US) a5 (8) 
Die Gl. (8) sind linear. Man kann aus ihnen in vielfacher Weise andere lineare Glei- 
chungen ableiten fiir x, y oder fiir andere geeignete Koordinaten in der «-y-Ebene 
(physical plane). Setzt man z. B. 


X = xcos# + ysin @, Y = ycos # — xsin #, 
so erhalt man das System 
ox oY oY ox 


ee ee 
oder die eine Gl. 2. Ordnung z. B. fiir X 
aex anx ie 
Oe Pq opener a Laer ra G+ Dp == 4): 


Natiirlich folgt zu einem dieser Gleichung geniigenden X das zugehérige Y dann 
durch die obige Gleichung erster Ordnung. Andere zweckmabige Gleichungen zweiter 
Ordnung kénnen angegeben werden (s. auch 1°). Auf sie kinnen dann die klassischen 
Integrationsmethoden angewandt werden, Reihenentwicklungen, Separation der 
Variabeln usw., oder auch moderne Operatorenmethoden. Anderseits ist es klar, daB 
in einem Problem die Randbedingungen fast immer in der x-y-Ebene und nicht in 
der s-#-Eebene (der ,,Spannungsebene“‘) gegeben sind. Dies ist eine analoge Schwierig- 
keit, wie sie in der Theorie der kompressiblen Fliissigkeiten auftritt. Es mag noch 
bemerkt werden, da die Linearisierungen, die in der speziellen, auf (a) beruhenden 
Plastizitatstheorie tiblich sind, mit etwas anderen Variabeln arbeiten, namlich mit 
charakteristischen Koordinaten als unabhangig Variabeln; diese stehen allerdings in 
engstem Zusammenhang mit unseren Variablen, s, 7. Wir werden darautzuriickkommen. 

Wir wenden uns jetzt den Charakteristiken unseres Problems zu. Unser System 
besteht jetzt aus den Gl. (7), (3), ein System von vier Gleichungen mit 2, y als unab- 
haingig, s, 3, v,, v, als abhangigen Variabeln. Schreiben wir, indem wir fiir diese 


letzteren w,, ... Uy setzen, es in der Form 
eee: 
OU}, OUr, A 
L= Zz (ax ex ik Oy gan (7) == - 5 yer) 


und bezeichnen mit 4 — dx, u = dy Differentiale in Richtung der Charakteristiken, 
so sind die charakteristischen Richtungen /A durch die Determinante 


|| Hain — 05, || = 9 


bestimmt. Die linke Seite ist eine Determinante vierter Ordnung, deren in der i-ten 
Zeile und k-ten Spalte stehendes Element gleich wa;, — A6;, ist; diese Gleichung 
vierter Ordnung definiert in jedem Punkt vier natiirlich nicht notwendig reelle und 
nicht notwendig voneinander verschiedene Richtungen. Zu einer m-fachen Wurzel 
der Gleichung gehoren m Kompatibilitatsbedingungen (so heiBt eine Beziehung 
zwischen den Ableitungen der w, nach einer charakteristischen Richtung; eine solche 
kann sich natiirlich auf eine endliche Beziehung entlang einer Charakteristik reduzieren). 
Der Fall m — 2 tritt, wie wir sehen werden, tatsachlich auf. 
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; A é Os Os oo =o 
Fiir unser Problem (7), (3) sieht man, da (7) nur die Ableitungen =, By) cba” ey. 


enthalt, wihrend in (3) nur oes jak i 
obigen Determinante stehen daher an dritter und vierter Stelle Nullen und ebenso in 
den beiden letzten Zeilen an erster und zweiter Stelle. Sie zerfallt daher in zwei Deter- 
minanten zweiter Ordnung; wir sehen somit, da man samtliche Charakteristiken von 
(1), (2), (3) erhalt, wenn man getrennt die von (3) und von (7) bestimmt. 
Bezeichnen wir mit y den Winkel, den eine Charakteristik von (7) mit der ersten 
Spannungshauptrichtung, der £-Richtung, einschlieBt, so folgt sofort aus der obigen 
or 
00; 


vorkommen. In den ersten beiden Zeilen der 


Determinante, da mit 2; = 


tan? = = : 


(9) 


Bezeichnet man mit y, y’ die Winkel, die diese Charakteristiken, die wir C, C’ nennen, 
mit der w-Achse bilden, so ist 


ieee ae ee ea a (10) 
Man sieht aus (10), daB und wie die Charakteristiken von der Losung abhingen, da 


y= 0+ (s). Die Charakteristiken sind reell und voneinander verschieden, 
dort, wo F, F, <0. Die Beziehung (9) hat eine einfache 


x geometrische Bedeutung. Schreiben wir sie in der Form 

F, cos? » + F, sin? y = 0, (9’) 

so sieht man, daB die linke Seite die zur charakteristischen 

fas Richtung gehérende Skalarkomponente des Tensors Grad / 

psy keen fe - bedeutet. Eine charakteristische Richtung des 


Abb. 2. Spannungsproblems ist eine fiir die diese Skalar- 
komponente verschwindet. Wieder sieht man, daB 
solche reelle Richtungen existieren, wenn F’, und F’, verschiedenes Vorzeichen haben. Sehr 
anschaulich werden diese einfachen Verhaltnisse am Mohrschen Kreise des Tensors Grad / 
dargestellt (Abb. 2); ein Tensor A ordnet jeder durch einen Winkel 6 gegebenen Richtung m 
(Winkel 6 mit irgendeiner festen Richtung) einen Vektor a zu, der seinerseits in eine ,, Nor- 
malspannung (in Richtung von m) (A), und in eine dazu normale ,,Schubspannung*‘ 
zerlegt werden kann; tragt man diese als Abszisse und Ordinate eines rechtwinkeligen 
Koordinatensystems auf, so ist es die wichtigste Eigenschaft des Mohrschen Kreises, 
daB er zu jedem (so zerlegten) Vektor sofort die zugehdrige Richtung, 6, angibt. Hier, 
wenn man von einem O aus, gemiB der Definition des Mohrschen Kreises nach rechts 
F,, nach links fF, auftrigt, so ,,gehdrt‘’ zum Punkte P mit Abszisse O und Ordinate 
) —F,fF, der Winkel 6 = 9. 

Im allgemeinen treten bei derselben Plastizitiitsbedinung hyperbolische, para- 
bolische und elliptische Bereiche auf, die durch Intervalle des Parameters, s, charakte- 
risiert sind. Man wird solche Plastizitatsbedingungen bevorzugen, fiir die, wenn még- 
lich, das zugehérige Problem diesen Wechsel des Typus nicht aufweist; dies gilt vor 
allem von den ,,orthogonalen“ Bedingungen, bei denen, wie wir wissen, F, + Bay. 


MAA . . 
daher gy = v0 also sogar konstant, was eine besondere Vereinfachung bedeutet ; 
die Charakteristiken bilden daher hier ein orthogonales Netz. 


Kehren wir zu (7) zurtick. Die Bilder der C, CO’ in der s-0-Ebene sind fixe Kurven, 
I’, 1", die ein fiir allemal durch die [auch aus (8) folgende] Differentialgleichung 
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do 1 (o,— 04)? 
fe Se Om ca (11) 


gegeben sind. Setzen wir 


so erhalten wir die langs einer C oder C’ geltenden Kompatibilitits- 
bedingungen, gleichzeitig die Gleichungen der /’-Kurven, in der end- 
lichen Form 

& — G(s) = konst., 0 + G (s) = konst. (11’) 


Diese verallgemeinern die den Hencky-Prandtlschen Siitzen des speziellen Problems 
zugrundeliegenden bekannten Beziehungen 


Ot 5 = konst., (LE) 


die beziehungsweise entlang einer ersten oder zweiten ,,Gleitlinie“ gelten. (o, = 
= K(s—1), og = K(s +1) ist eine Parameterdarstellung von (a), wobei s = 
= (0, + 6,)/2 K; dann ist pg = 4, G(s) = s/2.) 
Betrachten wir als Beispiel die aus (II) durch o, = 0 hervorgehende wichtige 
Bedingung (,,plane stress‘‘): 
6, + 0,7 — o, 0, = 4 K?. 


Man erhalt mit s = (o, + o,)/2 K und o, =o, 


-| -1/4—8 4— 3? 
a, = Ks —] 5 : o, = Ke +/ 45" |, 
j——i‘a ? Vit 364-6 
SS tan — eS 
Vpq j3 — 8 S 2/3 — s® 


Man sieht, da8 in der o,-c,-Ebene die obige Bedingung durch eine Ellipse dargestellt 
ist, wobei s von — 2 bis + 2 geht. Fiir |s| < V3 sind zwei verschiedene reelle, fiir 


s = +)/3 zusammenfallende, fiir |s| > /3 imaginire Charakteristiken vorhanden. 
Die Gleichungen der /-Kurven sind 


+ # = are tan ( : arc tan ( + konst. 


s s 
y3— s* 8 ee) 
Das Netz dieser festen /-Kurven in der s-)-Ebene entspricht dem wohlbekannten 
fixen Epicycloidennetz der Gasdynamik. Wie bei jedem reduziblen Problem kann 
man dies Netz dazu verwenden, ausgehend von geeigneten Anfangswerten, das Netz 
der C, O’ (d. h. im wesentlichen die Lésung der Aufgabe) in einem durch die Anfangs- 
werte definierten Bereich angenihert zu konstruieren (Prandtl-Busemanns Kon- 
struktion in der Gasdynamik). 

Nun die Geschwindigkeitsgleichungen (3), die nach Elimination von k so ge- 
schrieben werden: F a 
0) 0 ’ . 

: tat Fe (3) 
Wahlen wir zwei dieser Gleichungen und setzen ihre charakteristische Determinante 
an, wobei wir 4 = cos 6, 4 =.sin 6 setzen und mit 6 den Winkel einer Charakteristik 
mit der x-Achse bezeichnen. Dann folgt: 


oh oh F oh 
Se + 3 cos 6 sin 6 + 3a, 
Die linke Seite stellt die Skalarkomponente des Tensors Grad / dar, in der Richtung, 
die mit der x-Achse den Winkel 6 bildet. Bezeichnen wir mit y den Winkel dieser 
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Wy, , Wy . We 4 
du ° Oy” dy Ox do, QO, 


sin? 6 = 0. (12) 
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Richtung mit der ersten Hauptrichtung des Tensors Grad h, so erhalt man an Stelle 


von (12), wenn H, = _ Ay = = die Hauptwerte dieses Tensors bezeichnen, 
1 : 2 
H, cos* yp + H, sin? y = 0 (13) 
und daraus 


in voller Analogie zu (9’) und (9). Diese neuen charakteristischen Richtungen sind 
reell und verschieden, wenn H, H, <0. In diesem Fall bilden sie mit der x-Achse 
die Winkel 

6=8+y, J =0-Yy, (14) 
dabei ist @ hier der Winkel, den die erste Hauptrichtung von Grad h mit der x-Achse 
bildet; eine einfache Rechnung zeigt aber, daB der Spannungstensor 2 und der Tensor 
Grad h gleiche Hauptrichtungen haben; daher hat # in (14) die bisherige Be- 
deutung. 

Es sind also im reellen Fall die Charakteristiken C, C’ des Spannungsproblems, 
sowie die K, K’ des Geschwindigkeitsproblems symmetrisch zur ersten Hauptrichtung 
von é. Es besteht ein bemerkenswerter Parallelismus: Das komplette Problem hangt 
von zwei Funktionen der Spannungen ab: f (o,, o,, tT) = F (01, 02) und h (o,, o,, T) = 
= H (o,,0,). Aus diesen leitet man die Tensoren Grad f und Grad h ab; diese haben 
gleiche Achsenrichtungen mit ». Wenn F, F, <0, gibt es zwei reelle voneinander 
verschiedene Richtungen, m, m’, die die Winkel + 9, — gy mit der &-Richtung 
bilden, so daB 
(Grad f)an = Ff; cos? p + F, sin? p = 0. -(9”’) 


Wenn H, H, < 0, so gibt es zwei Richtungen n, n’, die mit der -Richtung die Winkel 
+ y bilden und 


(Grad h)mn = H, cos? y + A, sin? » = 0. (iz 
Wenn h = f, so fallen die C mit den K, die C’ mit den K’ zusammen; wenn auBerdem 
F, + F, = 0, so bilden die C, C’ ein orthogonales Netz und es ist leicht zu sehen, 
dafSX die allgemeinste orthogonale FlieRbedingung von der Form K [(c, — o,)] = 0 
sein muB, wo K eine willkiirliche Funktion einer Variabeln ist. 

Anderseits, trotz der analogen Richtungsbedingungen, die sich fiir die zwei Glei- 
chungsgruppen (7), (3) ergaben, sind die Kompatibilititsbedingungen véllig ver- 
schieden. Die von (7), d. h. von (1), (2), sind, wie wir sahen, durch (11’’) gegeben, 
geltend lings der C, C’. Die anderen kennen wir auch schon: Es folgt nimlich aus (3) 
in der Form k # = Grad h, dak fiir die in (13) eingefiihrten -Richtungen auch: 


(E) mn = & COS? yp + é sin’ y = 0 (15) 
gilt. Die Normaldehnung verschwindet entlang einer Geschwindigkeits- 
charakteristik, K oder K’. Ks gibt also jedenfalls (auch wenn / = h) vier Kom- 
patibilitatsbedingungen, von denen je eine entlang O, 0’, K, K’ (je zwei entlang C 
und C”) gelten (da, wenn / = h, die charakteristische Determinante vierter Ordnung 
des Problems eine Doppelwurzel hat). Im Fall der speziellen FlieBbedingung (a) 
spricht man von Gleitlinien; diese sind definiert als Kurven, die in jedem Punkt 
den Winkel der Hauptrichtungen halbieren; gleichzeitig sind sie in diesem ortho- 
gonalen Problem die doppelt zihlenden Charakteristiken [gemi8 (b) (s. 8S. 305) ist 
hier f = h]. Daher haben die Gleitlinien die folgenden Gruppen von Higenschaften: 
Erstens gilt fiir jeden symmetrischen Tensor, z. B. fiir oder fiir E, daB mit Bezug 
auf die ,,45°-Richtungen“, « und » (so nennen wir kurz die Richtungen, die die 
Winkel der Hauptrichtungen halbieren) in der Hauptdiagonale von 2 nun o,, = 
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1 : 5 u : 
= 0,» = gy (0, + 62), in der Nebendiagonale t,, = ~g (% — 0,) steht, und letztere ist 


die absolut gré8te aller Schubspannungen. Ebenso gilt fiir E: ; ie Ges yates” 


= maximum. Nun ist bei Annahme von (a) gemiB (4) é.,.= &) = ; (€, + é) = 0 und 
diese Eigenschaft, zusammen mit der Extremum Eigenschaft von y,,, ist es, der 
die ,,Gleitlinien“ ihren Namen verdanken. Anderseits sind sie die Geschwindigkeits- 
charakteristiken, und die Eigenschaft é,, = é»— 0 kommt ihnen auch in dieser 
Higenschaft zu. SchlieBlich gelten, insofern sie Spannungscharakteristiken sind, 


entlang ihnen die aus # + > = konst. abzuleitenden ,,Gleitliniensitze“. 


In unserem allgemeineren Problem sind diese Eigenschaften auf drei verschiedene 
Kurvennetze verteilt: Entlang der, stets reellen, ,,45°-Linien“ ist é,,, = é,, aber nicht 
gleich Null, wahrend y,, immer noch ein Extremum ist. Hingegen ist énn = &y 1 = 0 
entlang der Geschwindigkeitscharakteristiken, falls H, H, negativ; und die 
oben genannte, die Hencky-Prandtl-Beziehung, verallgemeinernde Gl. (11’) gilt 
langs der fiir negatives F, F, reellen Spannungscharakteristiken. 


Ehe wir weitergehen, wollen wir ein Wort iiber die physikalische Bedeutung 
der Charakteristiken einschalten. [hre 
fundamentale Eigenschaft ist, daB an 
ihnen Unstetigkeiten der abhingig Varia- 
beln selbst oder ihrer Ableitungen méglich 
sind; dementsprechend kénnen an einer 
Charakteristik zwei Lésungen verschie- 
dener analytischer Form zusammengefiigt 
werden. Als sehr einfaches Beispiel betrach- 
ten wireinen Keil, auf dessen eine Seite lings VS Pat 
AB (Abb. 3) ein konstanter, der GroBe 
nach nicht gegebener Druck einwirkt. Sei der Keilwinkel 2 6, > _ und eine ortho- 


gonale Plastizititsbedingung angenommen. Man sieht, daB in ABC ein konstanter 
Spannungszustand herrscht, dementsprechend das geradlinige Gleitliniennetz, und 
ein anderer gleichfalls konstanter Zustand in BED. In BCD hat die Lésung die Form, 
die man als ,,einfache Welle“ (simple wave”) bezeichnet, wobei die Gleitlinien einer 
Familie geradlinig sind. Hier bilden die Geraden ein Strahlenbiischel durch B, die 
anderen Kurven, die orthogonalen Trajektorien, sind hier konzentrische Kreise. Die 
Geraden BC und BD, die diese drei verschiedenen Lésungen separieren, sind Span- 
nungscharakteristiken. Anderseits ist die Charakteristik ACDE, die das plastische 
vom elastischen (hier als starr angenommenen) Material scheidet, eine Geschwindig- 
keitscharakteristik. Natiirlich ist auch in diesem einfachen Falle die genannte 
Grenze ACDE nicht ,,gegeben‘*, sondern erst durch die Lésung bestimmt: AC 1st 
geradlinig als Teil des gleichformigen Netzes ABC und bildet den 45°-Winkel BAC 
mit AB, die eine Hauptrichtung ist; daran schlieBt der Kreisbogen DC und an diesen, 
wieder unter 45° zu der Hauptrichtung BH, die Gerade DH. Fiigen wir noch, indem 
wir aus Zeitmangel auf weitere Beispiele verzichten, die allgemeine Bemerkung hinzu, 
daB eine feinere Uberlegung lehrt, daB an einer Spannungscharakteristik die Span- 
nungen selbst nicht springen kénnen, sondern nur ihre Ableitungen. Hingegen darf 
sich an einer Geschwindigkeitscharakteristik die zu dieser Richtung tangentiale 
Geschwindigkeitskomponente beim Ubergang sprungweise andern. 


20 Die ,,simple wave‘ der Gasdynamik wird in der deutschen Literatur oft als Prandtl-Meyer- 


Lésung bezeichnet. 
22* 
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Kehren wir zu unseren Grundgleichungen zuriick. Wir wollen die Geschwindig- 
keitsgleichungen (3) in einer Weise umformen, die die charakteristischen Richtungen 
zum Ausdruck bringt. Aus (3’) folgt 


oh La oh 
Gormey yu lde seeyae cot 2% 
Pei ae : 
2 0% 


(Wir erinnern uns, da die Tensoren X' und Grad h/ gleiche Hauptrichtungen haben.) 
Ferner: 
éytéy até Hit He 


ee MN ant Li 
ov 
His , oS H, + Ay 
Nun ist fiir den durch (13’) definierten Winkel: cos 2y = 7 —z;~. Ferner folgt, 
oe 1 
1 oh ; 
da 3-5, = (A, — A,) sin ¢ cos o, dab 
H,+H, : 
ice fhe eae le sme pes _ __ cos 2y 
oh  — 2(H,— H,)sin cos 6 sin 20 
OT 


und wir erhalten somit die Geschwindigkeitsgleichungen in der Form: 


ety ee égtby cos 2y 
ieee cot 2%, Sere S eae (16) 
und eine dritte aus diesen folgende Gleichung: 
En tan (# + 
€ ae. ( y) (16’) 


é,  tan(®—y) 
Diese bringt wieder das Verschwinden der Normaldehnung lings einer Charakteristik 


zum Ausdruck. Fiir y = 7 reduzieren sich (16’) sowie die zweite Gl. (16) aufé, + é@, = 
= 0, wahrend die erste Gl. (16) ungeandert bleibt. 


Die Geschwindigkeitsgleichungen sind equivalent den Geschwindigkeits-Kom- 
patibilitatsbedingungen. Wir wollen diese nun schlieBlich ausfiihrlicher schreiben. 
Nehmen wir f = h an, also y = y, y = 6. Dann gilt nach (15) 


° - Ov Ov, ov, : a 

pO CE Neel rate i bea Fe cos y sin y +- os sin? y = 

— Ve 1 Vy : ; Wy ou ‘ ¥ 

= | Oe cos y = Fe sin) cos y + ( Ba: cos y : om sin y) siny = (17) 
in, dv . uv 
= cosy + — sin y = 0. 


Wenn also dl, bzw. dl’ Linienelemente der Charakteristiken sind, so erhalten wir 


dvy /dv, 
dl / lie ee cot y, “al a i coty (18) 


oder, entlang einer C oder C’: 


dv, 
dv 


= — cot (? + ¢). (18’) 


«© 
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Diese einfache Beziehung legt es nahe, eine ,,Geschwindigkeitsebene* einzufihren, 
in der v,, v, rechtwinkelige Koordinaten sind. Fiir die Bilder C, C’ von C’, C’ in dieser 
Ebene gilt dann 

OM yeaa (19) 
und dies kann bei einer angeniherten Konstruktion zur Lésung des Geschwindigkeits- 
problems mit Vorteil verwendet werden. Weiters folgt 


Wy d 


d= ay (Ye cosy + v, sin y) = 


_ (de, dvy . ; dy dy 
| aq COS y + q 30 y) + (— v, sin y + ¥, cos y) ay Oar, 


wobei » | ». Also, wenn auch »’ | n’, so gilt 
dv, —v%dy=0, entlang C, dvy —v,dy'’=0, entlang C’ (20) 
und, wenn wir die Kriimmungsradien R, R’ der C, CO’ einfiihren, erhilt man: 


dun’ Vy’ 


Avy Vy 
nd eae <e 


el ei 


0, entlang C, = 0, entlang C’. (20’) 
In diesen Gleichungen treten (zum Unterschied von den friiheren) die Spannungen 
nicht mehr explizite auf. Im orthogonalen Spezialfall fallt n mit »’ und n’ mit — » 
zusammen und es folgen aus (20’) die 1930 von mir angegebenen™ Grundgleichungen 
des Geschwindigkeitsproblems. Natiirlich kann man in (20’) die v, und v, durch die 
v, und v», ausdriicken und erhalt 

dv, _—- Un, COS2Y— vy 

dy sin 2 9 


dy “Un — Un? COS2 
dy’ sin 2 » : 


, entlang C, entlang C’. = (20’’) 
Bemerken wir noch, daf in jeder der Gl. (20) nur eine Differentiation auftritt. Dies 
ist der formale Grund der oben erwihnten Tatsache, daB an einer Geschwindigkeits- 
charakteristik die Tangentialkomponente des Geschwindigkeitsvektors springen darf. 


Wir haben somit die Grundbeziehungen unserer Verallgemeinerung aufgestellt. 
Insbesondere haben wir die charakteristischen Richtungen bestimmt, sowie die 
Kompatibilitaétsbedingungen ; diese sind dem urspriinglichen System (3), (7) Aquivalent 
und stellen eine besonders einfache und verwendbare Form der Gleichungen dar. 
Wir fanden insbesondere, dai im Falle # = H in jedem hyperbolischen Punkt, d. h. 
in jedem Punkt, in dem F, und F, entgegengesetztes Vorzeichen haben, zwei je doppelt 
zihlende Charakteristikenrichtungen existieren, die das, im allgemeinen nicht ortho- 
gonale, Netz der C, C’ bestimmen; dieses hangt gema dem nicht linearen Charakter 
des Problems von der speziellen Lésung ab, also von den Anfangs- oder Rand- 
bedingungen. Wenn F + H, so hangt der Charakter eines Punktes von den Zeichen 
der Produkte Ff, F, und A, H, ab; sind beide Zeichen negativ, so gibt es vier reelle 
verschiedene charakteristische Richtungen, paarweise symmetrisch zu der ersten 
Hauptrichtung von 2. Im ganzen sind neun Kombinationen realisierbar, je nachdem 
F,F,=0, H,H,=0. Wiederholen wir auch, daf an einer Spannungscharakteristik 
die Spannungen sich nicht sprungweise andern kénnen, sondern nur ihre Ableitungen, 
wohl aber kann an einer Geschwindigkeitscharakteristik die Tangentialkomponente 
der Geschwindigkeit springen. — Die Spannungsgleichungen, die reduzibel sind, 
kénnen in vielfacher Weise linearisiert werden, so dai man, je nach Wunsch, Systeme 
von zwei linearen Gleichungen erster Ordnung oder je eine Gleichung zweiter Ordnung 
benutzen kann. Wenn man insbesondere, analog zu dem beim speziellen Problem 
iiblichen Vorgang, ,,charakteristische’‘ Spannungskoordinaten einfiihrt, indem man 
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in (11’) 8 —G@(s) =f, 0 +4 (s) = « setzt, so kann man in Analogie zu den im 
speziellen Fall iiblichen Verfahren (s. z. B. Geiringer®!, 8. 32ff.) lineare Gleichungen 
in der «-f-Ebene gewinnen; diese haben allerdings hier keinen Vorzug vor anderen 
geeigneten Linearisierungen. 

Es fehlt an Zeit weiterzugehen. Einige Andeutungen seien noch gestattet. Nehmen 
wir an, daB die eigentlichen Schwierigkeiten der Aufstellung eines Problems tiber- 
wunden sind und wir ein oder mehrere einfache Anfangswertprobleme zu lésen haben, 
sagen wir ein Cauchy-Problem, wo entlang eines Kurvenstiicks, K, in der x-y-Ebene 
s und # so vorgegeben sind, daB K nirgends charakteristisch ist; auBerdem sind v,, v, 
entlang K beliebig vorgegeben. Dann haben wir die Méglichkeit einer genauen oder 
angenaherten Lésung. Erstere kénnen wir etwa mittels Partikularlosungen auf- 
zubauen suchen, wobei wir gegebenenfalls beziiglich der Spannungen die linearisierten 
Gleichungen verwenden kénnen; das Geschwindigkeitsproblem ist, sobald die Span- 
nungen bekannt sind, ohnedies linear. Bei numerischer Lésung wird man sich mit 
Vorteil der durch geeignete Differenzengleichungen ersetzten. Kompatibilitatsbedin- 
gungen bedienen. Auch geometrische Methoden, die einerseits die ,,Spannungsebene* 
der s, @ (oder die charakteristische Ebene der «, f), anderseits die ,,Geschwindigkeits- 
ebene“ der v,, v, und die Bilder der Charakteristiken in diesen Ebenen benutzen, 
konnen angegeben werden. 

Unter den Partikularldsungen, die man, wenn mdglich, ihrer Einfachheit halber 
zu benutzen suchen wird, stehen die oben genannten ,,einfachen Wellen® in erster 
Reihe. Eine solche Spannungsverteilung ist das Bild einer emzigen Spannungscharak- 
teristik, z. B. einer [’-, « = konst., d. h. es ist fiir alle Punkte einer solchen Lésung 
0 +G (s) = konst. Davon ausgehend, liBt sich die Spannungsverteilung — die langs 
jeder geradlinigen Charakteristik unveraindert bleibt — explizite angeben, wenn, 
auBer den notigen Anfangswerten, die einparametrige Geradenschaar bekannt ist, 
die die Rolle der geraden C+ spielt; auch die Geschwindigkeitsverteilung ist 
explizite bestimmbar. 

Sprechen wir zum SchluB von einigen Schwierigkeiten, denen auch die spezielle, 
auf den Beziehungen (a), (b) aufgebaute Theorie des ,,plane strain‘‘ gegentibersteht. 
Die Schwierigkeit in der Behandlung konkreter Probleme liegt zuniichst in der Auf- 
stellung aller dem Problem entsprechenden Randbedingungen — im weitesten Sinn —, 
die sich im allgemeinen auf Spannungen sowie auf Geschwindigkeiten beziehen und 
wobei die Grenzen zwischen dem als plastisch anzusehenden und dem elastischen 
(oder starren) Material — lings derer gewisse Bedingungen erfiillt sein miissen — zu- 
nachst nicht bekannt sind. Hat man dann schlieBlich alle Bedingungen festgestellt, so 
wird man oft einer mehr oder minder neuen, mathematisch noch nicht systematisierten 
Situation gegentiberstehen, anders als in wichtigen Teilen der Elastizitiitstheorie 
oder Hydromechanik, wo gewisse grundlegende Fragestellungen auf bereits studierte 
typische mathematische Probleme fiihren, fiir die die fundamentalen Existenz- und 
Kindeutigkeitsfragen beantwortet sind. Es ist auch hier anzunehmen, da sich aus 
dem sorgfaltigen Studium von kompletten Einzelproblemen, wie es besonders in den 
letzten Jahren mit so viel Erfolg unternommen wurde (s. Literatur in © und 1), all- 
miahlich allgemeine mathematisch definierte Problemtypen ergeben werden und daf 
die angewandte Mathematik die sich so ergebenden Fragestellungen beachten wird 
und einerseits soweit méglich Antworten geben, anderseits aus neuen Fragen neue 
Anregungen gewinnen wird. 


a H. Geiringer: Fondéments mathématiques de la théorie des corps plastiques isotropes. 
Mem. Sci. Math. 86. Paris: Gauthier Villars. 1937. 


(Hingegangen am 29. April 1952.) 
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Geometrische Grundlagen fiir das Friisen von Schraubnuten I. 


Von W. Wunderlich, Wien. 
Mit 4 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. In diesem ersten Teil werden zeichnerische und rechnerische Verfahren 
zur Ermittlung von Friiserprofilen fiir die Erzeugung von Schraubnuten einer gewiinschten Form 
auseinandergesetzt. Als Anwendungsbeispiel wird ein im Prinzip zur Herstellung von Flach- 
gewindeflanken geeigneter Scheibenfriaser entwickelt. 


Summary. In this first part the author explains graphical and numerical methods concerning 
the construction of the profiles of form cutters fit for milling of helical grooves of a fixed form. 
The methods are then illustrated by the example of a side-milling cutter, appropriate for shaping 
the sides of a flat thread. 


Résumé. Dans cette premiére partie l’auteur explique des méthodes graphiques et numériques, 
concernant la construction de fraises pour lusinage de rainures hélicoidales d’une forme prescrite. 
Ces méthodes sont appliquées a l’étude d’une fraise en disque, propre & l’usinage de vis a filet 
carré. ; 


Bei der Herstellung einer Schraubnut — falschlich oft als ,,Spiralnut‘‘ bezeichnet — 
mittels eines Scheiben- oder Fingerfrisers liegt in jedem Augenblick folgende geo- 
metrische Situation vor: Die die Nut reprisentierende Schraubflache ® und 
jene Drehflache Y, die von den Schneidkanten des rotierenden Frasers iiberstrichen 
wird, beriihren einander lings einer gewissen Linie g, die die Grenze der bis zu 
diesem Zeitpunkt erzeugten Nutenfliche angibt. Diese im allgemeinen krumme 
Linie g, Eingriffslinie oder Charakteristik genannt, spielt fiir alle theoretischen 
Untersuchungen dieses Fragenkreises eine entscheidende Rolle. 


Die wichtige Aufgabe der Werkzeugtechnik, die zur Herstellung einer Schraubnut 
von bestimmter, vorgeschriebener Gestalt geeigneten Fraserformen zu ermitteln, ist 
demnach ein vorwiegend geometrisches Problem: Hs handelt sich darum, zu einer 
gegebenen Schraubflache @ eine lings einer Linie beriihrende Drehflaiche Y zu finden, 
deren Achse vorher passend anzunehmen ist. 


Diese haufig auftretende Aufgabe ist nicht ganz einfach und bereitet daher dem 
Praktiker manche Schwierigkeiten, wiewohl die dabei obwaltenden geometrischen 
Verhiltnisse wiederholt gekennzeichnet worden sind; erstmalig anscheinend durch 
E. Stiibler!.2, im Anschlu8 daran in dem bekannten Lehrbuch der darstellenden 
Geometrie von Th. Schmid® und spiter neuerlich durch O. Baier’. Ofters fest- 
gestellte Unklarheiten bewogen nun den Verfasser, dieses Problem hiermit nochmals 
zu behandeln und in einer der Denkweise und dem Anschauungsbediirfnis des 
Ingenieurs entgegenkommenden, ausfiihrlichen und elementaren Weise darzulegen. 
Zunichst werden in voller Allgemeinheit die fiir alle Vorarbeiten notwendigen 
zeichnerischen Verfahren auseinandergesetzt, die eine interessante Anwendung 
der darstellenden Geometrie bieten. AnschlieBend wird eine rechnerische Methode 
entwickelt, die zur Steigerung der Genauigkeit eingesetzt werden kann, sobald einmal 
iiber die Lage der Friserachse endgiiltig entschieden ist. Als Anwendungsbeispiel 
wird schlieBlich ein zur Herstellung von flachgingigen Gewindenuten prinzipiell 
geeigneter Scheibenfriser konstruiert und durchgerechnet. Hine kurze Kennzeichnung 


ciait E. Stiibler: Das Frasen von Schraubengewinden. Z. Math. Phys. 57, 271—279 (1909). 
2 BE. Stiibler: Geometrische Probleme bei der Verwendung von Schraubenflachen in der 
Technik. Z. Math. Phys. 60, 244—274 (1912). ' 
3 Th. Schmid: Darstellende Geometrie, II. Bd., 8S. 281ff. (Sammlung Schubert 66. Berlin 
und Leipzig. 1921.) m 
4 0. Baier: Konstruktion eines Frasers, der eine gegebene Schraubenflache erzeugt. Z. 
angew. Math. Mechan. 14, 248—250 (1934). 
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der bei spezieller Friserlage eintretenden Besonderheiten beschlieBt diesen Lek 
In einem spiter folgenden II. Teil soll dann die umgekehrte Aufgabe erortert werden, 
die Ermittlung der von einem vorliegenden Fraser erzeugbaren Schraubnuten be- 
treffend. 


1. Zeichnerische Verfahren. 


Die die Schraubnut darstellende Schraubflaiche @® sei durch folgende Be- 

stimmungsstiicke festgelegt: Durch die Schraubachse a, die Ganghéhe H oder besser 

. den Schraubparameter p = H/22, 

und schlieBlich durch eine beliebi- 

ge, auf der Flache verlaufende 

, Erzeugende“ e. Von der Fraser- 

flache ¥ sei die Achse b gegeben; 

schneidet dieselbe die Schraub- 

Se/tenrih achse a unter rechtem Winkel, 

a” so handelt es sich um einen so- 

genannten ,,Fingerfraser‘‘, sonst 

— also vor allem bei windschiefer 

Lage — im allgemeinen um einen 
,, scheibenfraser**. 

Um die zur Achse 6 gehorige, 
die Schraubfliche ® lings ‘einer 
Linie beriihrende Drehflaiche Y zu 
konstruieren, sind im wesentlichen 
zwei Methoden anwendbar. In 
beiden Fallen wird die Aufstellung 
am besten so vorgenommen, dab 
die Schraubachse a zur Grundrib- 
ebene normal und die Fraserachse 
b zur AufriBebene parallel ist. 


A. Parallelkreisverfahren 
(Abb. 1). Man lege eine Serie von 
ebenen Schnitten normal zur 
Fraserachse b. Jede solche Ebene 
o | 6 wird die Schraubfliche @ 
nach einer) (im allgemeinen tran- 
szendenten Kurve k und die Dreh- 
flache Y nach einem Parallelkreis / 
schneiden, die einander in einem 
Punkt Q der Eingriffslinie ¢ be- 
rihren miissen. Hat man also die 

Abb. 1. Parallelkreisverfahren. Schnittlinie k = o ® sorgfaltig in 

einem Seitenrif parallel zu o ge- 

zeichnet, dann kann dort auch der Parallelkreis 1 um den bekannten Mittelpunkt 
M = 0b berithrend an k eingetragen werden. Der Beriihrungspunkt Q wird dabei zwar 
mit einer gewissen Unsicherheit behaftet sein, die sich jedoch nicht auf den Parallelkreis- 
radius 7 und den zugehorigen Hauptmeridianpunkt R des Frasers auswirkt. — Es ist als 
besonderer Vorteil des Parallelkreisverfahrens zu werten, daB allfaillige ,, Unterschnitte“ 
unmittelbar in dem verwendeten Seitenrif sichtbar werden, indem dann der Fraserkreis / 
den Kurvenbogen & an irgend einer Stelle durchsetzt. Einem solchen, unbedingt zu 
vermeidenden Vorkommnis muB durch Verlegung der Friserachse begegnet werden. 


Grondrie 
b 
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Kinige Worte mégen noch der Konstruktion der Schnittkurve k — o ® gewidmet 
werden. Man erhalt zunichst Punkte von .’, indem man die Ebene o entweder mit 
den Schraublinien / schneidet, die von einzelnen Punkten P der Erzeugenden e aus- 
gehen, oder aber mit einzelnen Schraublagen é von e, falls die Erzeugende besonders 
einfach (insbesondere gerade) ist; beides ist wegen der aufriBprojizierenden Lage von o 
leicht durchzufiihren. AnschlieSend empfiehlt es sich, stets noch in jedem konstruierten 
Punkt S von k die Tangente s zu ermitteln, indem man o mit der Tangentialebene 
von @ (in 8) zum Schnitt bringt; hierbei leistet das elegante ,,.Drehfluchtprinzip® 
von Th. Schmid® gute Dienste®. So wurde in Abb. 1 zunichst im Ausgangspunkt P 
die von der Erzeugendentangente t und der Schraubtangente aufgespannte Tangential- 
ebene t von ® durch ihre Drehfluchtspur ¢,,x = 7',,* P’ festgelegt und diese hierauf, 
der Schraubung P ->S entsprechend, der Drehung P’ > 8’ unterworfen; die so ge- 


wonnene Neulage ¢,,* schneidet dann aus der (allen Parallelschnitten gemeinsamen) 
Drehfluchtspur s,* der Ebene o den Drehfluchtpunkt §,, der Schnittangente s aus. 
Aus deren GrundriB s’ | a’ S,* und AufriB s’’ = o’’ ist dann der bendtigte Seiten- 
riB s’’’ ohne weiteres zu bekommen. 


Auch die Meridiantangente der Friserfliiche Y in dem durch Drehung um b aus Q 
hervorgehenden Umriipunkt R liefe sich unschwer angeben: Man hatte bloB die 
Tangentialebene von ® im Beriihrungspunkt Q zu bestimmen und mit der Friser- 
achse 6 zu schneiden; der so gewonnene Punkt 7’ stellt die Spitze des der Drehfliche 
langs des Parallelkreises / umschriebenen Beriihrungskegels dar und ist nur noch 
mit & zu verbinden. Es mu allerdings betont werden, daB die oben erwihnte Un- 
sicherheit des Eingriffspunktes Q sich in gleicher GréBenordnung auf die zugehdrige 
Tangentialebene und damit auch auf die Meridiantangente R7 fortpflanzen kann. 


B. Normalenverfahren (Abb. 2). Die Grundidee beruht auf der Tatsache, 
daB die beiden Flaichen ® und Y in jedem Punkt ihrer Beriihrungslinie q eine ge- 
meinsame Normale haben: Ein Eingriffspunkt ist also dadurch gekennzeichnet, dab 
die zugeh6rige Schraubflachennormale die Drehflachenachse 6 trifft. Zur konstruktiven 
Auswertung geht man von einem beliebigen Punkt P der die Schraubflache @ fest- 
legenden Erzeugenden e aus, bestimmt daselbst die Flachennormale » und ver- 
schraubt diese hierauf so lange, bis sie die Fraserachse 6} trifft, wobei der Ausgangs- 
punkt P in einen Eingriffspunkt Q tibergeht. Der Treffpunkt N der Neulage » von » 
mit 6 kann als DurchstoBpunkt von 6 mit der von bei der Schraubung tiber- 
strichenen Strahlschraubfliche (Regelschraubfliche) X gefunden werden. 


5 Hierbei wird der im Abstand p tiber der GrundriBebene befindliche Punkt C der Schraub- 
achse als Augpunkt einer zusatzlichen Zentralprojektion auf die GrundriBebene eingefihrt. 


Man erhalt dann den .,Drehfluchtpunkt*“‘ G,,* einer Geraden g, wenn man deren Fluchtpunkt G,,° 


im Sinne der Aufwirtsschraubung einer Viertelschwenkung um die Achse unterwirft; G,°, der 
ZentralriB des unendlich fernen Punktes G,, von g, ist dabei der Spurpunkt der durch C gehenden 
Parallele zu g. Analog entsteht die ,,Drehfluchtspur“ e,,* einer Ebene ¢ durch Viertelschwenkung 


aus ihrer Fluchtspur e,,°, das ist die Spur der durch C gehenden Parallelebene zu e. _ 

Die Einfiihrung dieser Begriffe erweist sich vor allem deshalb als vorteilhaft, weil der oft 
bendtigte Drehfluchtpunkt einer Schraubtangente stets mit dem GrundriB ihres Berthrungs- 
punktes zusammenfallt, also nicht eigens konstruiert zu werden braucht. Wichtig sind ferner 
folgende, unmittelbar einzusehende Eigenschaften: a) Der Grundri®B einer Geraden ist senkrecht 
zum Radiusvektor ihres Drehfluchtpunktes. b) Die Normalen einer Ebene erscheinen im Grund- 
ri8 parallel zu deren Drehfluchtspur. ce) Die Drehfluchten einer Ebene und ihrer N ormalen liegen 
antipolar beziiglich des ,,Distanzkreises‘* der Zentralprojektion (Mitte a’, Radius p). d) Die Dreh- 
fluchtspur einer von zwei Geraden aufgespannten Ebene verbindet die Drehfluchtpunkte der 
Geraden. e) Der Drehfluchtpunkt der Schnittgeraden zweier Ebenen liegt im Schnitt der beiden 
Drehfluchtspuren. f) Bei der Verschraubung von Geraden und Ebenen machen die Drehfluchten 


die Drehung um die Achse mit. 
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Die zeichnerische Durchfiihrung dieses Planes erfordert nun eine Reihe von Hinzel- 
schritten. Zunachst wird wie unter A die von der Erzeugendentangente ¢ und der 
Schraubtangente aufgespannte Tangentialebene + in P durch ihre Drehflucht- 
spur ¢,* = 7',,* P’ festgelegt. Hierauf wird die Flachennormale n | t dargestellt, 
deren Drehfluchtpunkt NV, zufolge FuBnote 5c mit dem Antipol von ¢,* beziiglich 
des ,,Parameterkreises‘‘ (Mitte a’, Radius p) 
zusammenfallt: Geleitet von der Vorstellung 
des durch negative Viertelschwenkung aus 
N,,* rekonstruierbaren Fluchtpunktes J,’, 
dessen Verbindung mit dem Augpunkt C 
die Richtung der gesuchten Normale n anzeigt, 
erkennt man, daB deren GrundriB n’ sich mit 
t,,* deckt und daB zur Bestimmung des Aut- 
risses n’’ || 0’ (N,°)’’ nur die Ubertragung 
des (in Abb. 2 angekreuzten) x-Abstandes von 
N,,* auf die negative y-Achse nodtig ist. — 
Zur Ermittlung des DurchstoBpunktes N der 
Fraserachse 6 mit der durch Verschraubung 
der Normale n erzeugten Strahlschraubflache 
+ kann man deren Schnittkurve / mit einer 
passenden, durch 6b gelegten Hilfsebene 6 
konstruieren ; in erster Linie eignet sich hierzu 
die zur AufriBtafel normale Ebene, weil diese 
im AufriB projizierend erscheint (f’’ = b’’). 
Man erhalt einen ersten Punkt S der Hilfs- 
kurve h im DurchstoBpunkt von mit 6. Die 
zugehorige Tangente s von A wird aus 6 durch 
die Tangentialebene von 2 ausgeschnitten, 
die von der Erzeugenden und der Schraub- 
tangente des Punktes S aufgespannt wird; der 
die zum GrundriB s’ normale Richtung anzei- 
gende Drehfluchtpunkt S,, * wird demnach im 
Schnitt der Drehfluchtspuren },,* und N,,* S’ 
von f und der genannten Tangentialebene 
gefunden. Nach diesem Muster kénnen beliebig 
viele weitere Punkte und Tangenten von h 
bestimmt werden, wenn » durch einzelne 
Schraublagen ersetzt wird; 6, bleibt dabei 

Abb. 2. Normalenverfahren. fest, wahrend J ,, «die Drehung umamitmacht. 

— Die mit aller Sorgfalt zu zeichnende Hilfs- 

kurve / schneidet nun aus der Friserachse b den gewiinschten Durchsto8punkt NV = b Y 
aus®. Die durch NV gehende Schraublage n von n kann nunim Grundrif8 mittels des von n’ 
eingehiillten Hilfskreises (um a’) sofort gezeichnet werden, ebenso deraus P hervorgehende 
Kingriffspunkt @. Bezeichnet Ay den nunmehr bekannten Drehwinkel der Schraubung 
n —>n(P —-+Q), so gibt dz = p- Ap den fiir den Aufri8 bendtigten Héhenunterschied 
von P und @ an, und dieser kann demnach als Bogen des ,, Parameterkreises‘‘ zwischen 7’ 
und 7';abgenommen (mit dem Stechzirkel abgelaufen) werden. — Mit dem Hingriffs- 
punkt Q ist jetzt auch der durch Rotation von Q um b entstehende Parallelkreis / 


Grunoris 


Ba Wy ee 
, 
zY 


_ © Tritt kein reeller Schnittpunkt auf, so ist die angenommene Friiserachse unbrauchbar. 
Liegen mehrere Schnittpunkte vor, so bereitet die Wahl des in Betracht kommenden im allgemeinen 
keine Schwierigkeiten, doch besteht begriindeter Verdacht auf Unterschneidungen. 
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der Fraserflache Y% bekannt, dessen Mittelpunkt M und Umklappung 2° im AufriB 
sofort angegeben werden kénnen. Da in N die Spitze des lings / errichtbaren Normalen- 
kegels von Y zur Verfiigung steht, kénnen auch Meridiannormale und -tangente — 
etwa im Hauptmeridianpunkt R — unmittelbar eingetragen werden, und zwar diesmal 
ohne die beim Parallelkreisverfahren festgestellte Unsicherheit. 


C. Varianten des Normalenverfahrens. 0. Baier*hialt die im Ausgangspunkt 
P errichtete Schraubflichennormale n fest und verschraubt dafiir die Friserachse } 
in eine Lage b zuriick, die n trifft. Die Schraubung b —> b bringt dann n in die  treffende 
Lage % und macht aus P den EHingriffspunkt Q. Der ausschlaggebende Treffpunkt N 
von » und } wird als Durchsto8punkt von n mit der durch b iiberstrichenen Strahl- 
schraubflache O gewonnen. Es ist eine bestechende Eigenheit dieser Variante, dab 
es sich hier bei der notwendigen Wiederholung des Verfahrens stets um dieselbe 
Flache @ handelt, die lediglich mit verschiedenen Normalen n zu schneiden ist. Es 
wiirde sich daher lohnen, zwecks Einsatzes des Prinzips der ,,kotierten Projektion‘ 
den durch ein aquidistantes System von Horizontalebenen erzeugten Schichtenplan 
der Schraubfliche @ zu entwickeln, da dann der Schnittpunkt mit der jeweiligen, 
entsprechend graduierten Geraden » leicht zu bestimmen ist. Die Tatsache, daB die 
Schichtenlinien von 0 durch Schraubung auseinander hervorgehen, also untereinander 
kongruent sind, gestattet jedoch noch eine originelle Vereinfachung: O. Baier zeichnet 
aut ein mit der Zirkelspitze in a’ festgehaltenes durchsichtiges Pauspapier eine 
einzige der Schichtenlinien 7 (iibrigens eine allgemeine Kreisevolvente), sowie eine 
gleichmaBige Kreisskala mittels des zur Schichtenhdhe d gehorigen Schraubwinkels 
6 = d/p, so daB die zu einer verdrehten Lage gehérige Schichtenkennziffer unmittel- 
bar iiber einer auf der festen Unterlage. angebrachten Ablesemarke aufscheint. Die 
Verdrehung ist nun so weit zu treiben, bis die von 7 auf der Graduierungsskala des 
Normalengrundrisses n’ ausgeschnittene Schichtenzahl mit dem iiber der Ablesemarke 
befindlichen Kreisskalenwert tibereinstimmt, was durch kurzes Probieren zu er- 
reichen ist: Im Schnittpunkt 7’ ist dann der Grundrif8 des bendtigten Treff- 
punktes VN = On gefunden. Die Genauigkeit ist bei einem solchen mit einem 
InterpolationsprozeB verbundenen ,,geometrischen Experiment’ wohl etwas unsicher. 

E. Stiibler! befaBt sich wiederum vorwiegend mit dem ziemlich haufigen Spezial- 
fall geradliniger Erzeugenden (® = Strahlschraubflache) und betrachtet dabei 
jeweils die Gesamtheit der Flaichennormalen n langs einer solchen Erzeugenden e. 
Um unter diesen Normalen, die bekanntlich ein gleichseitiges hyperbolisches 
Paraboloid /7 erfiillen, jene zu finden, die die Fraserachse b treffen, sind die beiden 
DurchstoBpunkte N von 6 mit /7 aufzusuchen. Es handelt sich hierbei um eine 
quadratische Aufgabe, die zwar grundsatzlich mit Lineal und Zirkel zu bewAltigen 
ist, aber doch allerhand Umstiinde bedingt. Zur Vereinfachung kann iibrigens jedes 
der untereinander kongruenten Paraboloide // in das zu einer Ausgangslage e, ge- 
horige Paraboloid J/, zuriickverschraubt werden, wobei die Gerade 6 mitzunehmen ist. 


2. Rechnerische Behandlung. 


Sobald die Aufgabe der Ermittlung eines bestimmten Schraubnutenfrasers auf 
graphischem Wege befriedigend erledigt ist, wird zur Kontrolle und Steigerung der 
Genauigkeit noch eine rechnerische Nachpriifung erwiinscht sein. Die nachstehend 
entwickelte numerische Behandlung des Friserproblems macht die vorhin dar- 
gelegten darstellend-geometrischen Methoden keineswegs etwa iiberfliissig, sondern 
wird sich wesentlich auf deren Ergebnisse stiitzen miissen; erst nachdem in 
zeichnerischer Vorarbeit die Achsenlage des Friisers zufriedenstellend geklart wurde, 
kann die Rechnung erfolgreich einsetzen. 
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Eine numerische Naherungsmethode, die sich auf das , Parallelkreisverfahren* 
stiitzt, setzte kirzlich J. Heisig’? auseinander, wahrend dem von E. Stiibler? mit- 
geteilten Rechenschema, ebenso wie dem folgenden, das ,,Normalenverfahren™ zu- 
erunde liegt. 


Die nachstehende analytische Behandlung bedient sich eines kartesischen Normal- 
koordinatensystems x, y,z, dessen z-Achse mit der Schraubachse a zusammenfallt, 
wihrend die x-Achse den kiirzesten Abstand O B von a und der Fraserachse 6 tragen 
soll (vgl. Abb. 1. und 2). Das Koordinatentripel eines Punktes wird gelegentlich zu 
einem Ortsvektor x (a, y, 2) zusammengefaBt. Bezeichnet c= OB den Abstand 
und » den Winkel des Achsenpaares a,6, dann wird b beschrieben durch 


x2=c, ycosy +zsiny = 0. (1) 


Die Erzeugende e der Schraubfliche ® sei in ihrer Ausgangslage mit Hilfe 
eines Kurvenparameters v dargestellt durch 


( X (0), 
HY @), (2) 
LZ (0) 
Bezeichnet weiterhin uw den Schraubwinkel — zu dem bekanntlich die Schieb- 


strecke Az = pw gehort —, so lautet die Gleichung der entsprechenden Schraub- 
lage € von e: 


{ X (») cos u — Y (v) sin u, 
x= 4 X (v) sin wu + Y (v) cos uw, (3) 
UZ @) + pu. 


Dammit liegt gleichzeitig die Parameterdarstellung der Nutenflache ® vor. Das krumm- 
linige Koordinatennetz auf ® besteht aus den Erzeugendenlagen w = konst. und den 
Schraublinien v = konst. 


Die Tangentialebene in einem Punkt P (wu = 0,v) von e wird aufgespannt vom 
Tangentenvektor X’ = dX/dv der Erzeugenden e und dem Schraubtangentenvektor 


= (a (v), 
= Ox | 
= Gale =o 7) X (v), (4) 
A tls 
Der Normalenvektor n =X’ x ¥ hat demnach die Komponenten 
= XZ) — 9 Y',) ne YA! +p Woe (5) 


Er erfahrt bei der Schraubung nur eine Verdrehung um die 2-Achse, so da sich die 


Komponenten des Normalenvektors n des Flaichenpunktes Q (u,v) hinschreiben 
lassen mit 


—& = &cosu — nsinu, n= €&sinu+ynoosu, C=C. (6) 


Q ist ein Kingriffspunkt, wenn seine Normale die Friiserachse b in einem 
Punkt JN trifft. Diese Bedingung ist unter Beniitzung des Achsenpnnktes B (c, 0, 0) 
gleichbedeutend mit der Forderung, da®B die drei Vektoren BQ, n und 6 (0, — sin y, 
cosy) komplanar sind. Dies findet wiederum seinen Ausdruck im Verschwinden 
der Determinante 


. el rites . Di P | , tlung des k or mfr asers aas , p . HS 
7 J I I 5 e rofi ermit Sers fur las I rasen von Ds) iralnuten Diss 
elt ED; W len, 1951. 
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eee é (0) | 
h lip Mba —Asiniy.| 0: (7) 


N| 
I 


| cosy | 

Diese Beziehung stellt sozusagen die ,,Schliisselgleichung‘ des Fraserproblems dar. 
Wird die Determinante nach der letzten Spalte entwickelt, wobei die GréBen X, Y,Z 
vermoge (3) und &, 7, ¢ vermége (6) auf w und v zuriickgefiihrt werden, so ergibt sich 
die Gleichung 

[((X ¢ —Z&)cosu — (YC—Zy)sinu — pu (é cosu — 7 sin u) — e¢]siny + 

+ [(X y — Y &) —c¢ (ésin u + 9 cos u)] cos y = 0. (8) 
—_—_—_—_—— 
pe 

Diese Bedingung F (uw, v) = 0 kann direkt als die Gleichung der Eingriffslinie in 
den Flachenkoordinaten w und v angesehen werden. 

Zur Auswertung wird man im allgemeinen eine Reihe von v-Werten annehmen 


und die transzendente Gl. (8) jeweils nach w auflésen, zu welchem Zwecke sie etwa 
auf die Gestalt 


A=céctgy+(Y¥¢6—Zyn), 
heads Asnu-+ Beosu+C 4 tied sie ey ae 
Rie aes esse ocauy mit B=cynetgy — (XC — Zé), (9) 
C= (petgy +e)o 
gebracht werden mag, die unter Umstinden die Anwendung eines einfachen Iterations- 


verfahrens erlaubt (Einsetzung eines Naiherungswertes von w in der rechten Seite, 
um einen verbesserten Naherungswert zu gewinnen). Mittels des gefundenen u-Wertes 


liefert dann das Gleichungssystem (3) die Koordinaten X, Y,Z des entsprechenden 
EKingriffspunktes QY. Mit dessen Kenntnis ist auch der zugehorige Parallelkreismittel- 
punkt M bekannt, dessen Achsenkoordinate BM = m zufolge Abb. 2 mit 
2 Y sin y — Z cos y (10) 
angegeben werden kann. Fiir den Parallelkreisradius r gilt wiederum 
Pp—=(X —cPpt+”¢ mit q= Y cosy + Z sin y. (11) 
Zur Festlegung der Meridiantangente geniigt die Angabe des Achsenpunktes N 
der Flichennormale QN. Seine Achsenkoordinate BN =n berechnet sich am ein- 
fachsten aus dem verschwindenden Skalarprodukt des Vektors NVQ = (X —c, 
Y — nsin Y, Z +n cos y) und des dazu normalen mit @ verbundenen Schraub- 
tangentenvektors (— Y, X,p) zu 


n=(cY +pZ):(X siny — pcos y). (12) 


Es mag noch erwahnt werden, daB in dem Spezialfall einer geradlinigen Er- 
zeugenden die Koordinaten X, Y,Z und damit auch é, 7, ¢ linear in v sind (wenn v 
ein Liangenparameter der Erzeugenden ist), so da die in w transzendente Schliissel- 
gleichung (8) in v quadratisch ist: In einem solchen Fall konnten demnach, im Gegen- 
satz zu dem vorhin eingeschlagenen Weg, passende u-Werte angenommen und die 
zugehorigen v-Werte durch Auflésung jeweils einer quadratischen Gleichung be- 
stimmt werden, wie es E. Stiibler?® auch vorschlagt (vgl. Abschn. 1, C). Diese v-Werte 
kénnen aber leicht aus dem durch die Angabe vorgeschriebenen v-Intervall herausfallen, 
so daB der urspriingliche Vorgang — Vorgabe von v-Werten und Auflésung nach wv — 
meist auch hier der empfehlenswertere ist. 
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Von Interesse ist endlich noch folgende Feststellung: Die Schliisselgleichung (9) 
bleibt unveriindert, wenn c durch c* = p ctg y und gleichzeitig y durch y* = are ctg ¢/p 
ersetzt wird. Das bedeutet geometrisch, daB neben 6 — wenigstens theoretisch — 
noch eine zweite Friiserachse b* existiert, die auf dieselbe Hingriffslinie fiihrt®. 


3. Anwendungsbeispiel: Scheibenfriser fiir Flachgewindeflanken. 


Ein Drehzylinder vom Radius 7, soll lings einer Wendelflachenrampe mit 
der mittleren Steigung tg auf einen Kernradius r, abgefriist werden (vgl. Abb. 3). 
Es ist eine verbreitete Meinung, da scharfe Hohlkanten, wie sie hier und bei Flach- 

gewinden auftreten, prinzipiell 


oh etn nicht exakt ausgefrast werden 
oa Wi 27] 7 | “ rie konnen. Diese Ansicht ist jedoch 
oa h LIZ eft nicht stichhaltig und vielleicht nur 
ae AI durch die stark eingeschrankte 
Wahltreiheit fiir die Fraserachse 
hervorgerufen. In jedem Punkt K 
der eine Hohlkante abgebenden 
Schraublinie / existieren namlich, 
den dort zusammentreffenden 
Schraubflichenmanteln entspre- 
chend, z wei Flichennormalen, die 
natirlich in der Normalebene » 
von f liegen; da beide Normalen 
die Friserachse b gleichzeitig tref- 
fen sollen, darf diese nicht mehr 
ganz frei, sondern nur in einer 
solchen Normalebene » gewahlt 
werden®. Andernfalls wiirden die 
beiden Aste der LEingriffslinie 
nicht zusammentreffen, und der 
zwischen ihnen liegende Kreis- 
bogen der Fraserkante, lings der 
die beiden Mantel der Friiserfliche 
zusammenstoBen, wiirde eine Aus- 
rundung der Hohlkante bewirken. 
(DaB eine solche Ausrundung aus 
anderen Griinden oft geradezu 
erwiinscht ist, steht hier nicht 
Abb. 3. Scheibenfréser ftir Flachgewindeflanken. zur Diskussion.) 

Fiir die der Rechnung voraus- 
gehende zeichnerische Behandlung der gestellten Aufgabe (Abb. 3) mag zuniachst 
etwa der vorderste Punkt K, der Hohlkante / ins Auge gefaft werden. Seine Normalebene 
vy wird dann gleich als Bezugsebene f) verwendet und gema8B 1, B mit einer Anzahl der von 
den Nutennormalen n tiberstrichenen Strahlschraubflachen Y geschnitten. Die Friserach- 


_ * Fur den Kenner der Elemente der raéumlichen Kinematik liegt in dieser Feststellung nichts 
Uberraschendes: Simtliche Bahnnormalen der Schraubung — es gibt deren nur co? — erfiillen 
einen linearen Strahlkomplex und alle co? Bahnnormalen, welche eine vorgelegte Gerade g 
treffen, treffen dann auch deren Polargerade g*. Auch die Achsen b und 6* sind nichts anderes 
als ,,reziproke Polaren‘ beziiglich des Normalenkomplexes. 

* Die Wahl der Fréserachse ist damit auf die Tangentenmannigfaltigkeit der von den Normal- 
ebenen der Schraublinie f eingehiillten Schraubtorse eingeschrinkt. 
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se b, ist dann so anzunehmen, dak sie simtliche gezeichneten Schnittlinien hy) = 2 By (und 
auch die dazwischenliegenden) trifft. — Ist einmal in geeigneter Weise iiber die Achse b, 
verfiigt, dann wird diese fiir das folgende zweckmafig in die aufriBparallele Lage b ver- 
schraubt; der zugehérige Schraubwinkel sei mit « bezeichnet. Die Friiserachse b 
liegt jetzt in der Bahnnormalebene jenes Hohlkantenpunktes K, der hierbei aus K, 
hervorgeht, und stellt eine 2. Hauptlinie derselben dar; 6 erscheint demnach im 
Aufri8 normal zur Schraubtangente von K. — Im Rahmen des vorteilhaft ein- 
zusetzenden Normalenverfahrens wird natiirlich das vorhandene Hilfskurvensystem h, 
ausgentitzt: Ist Ny ein Schnittpunkt von 6, mit einer der Linien h), und P, der leicht 
angebbare FuBpunkt der durch N, gehenden Nutennormale, dann geht der ent- 
sprechende Hingriffspunkt Q aus P, durch Schraubung um den Winkel « hervor. 

An den die Wendelfliichenrampe erzeugenden Fraserteil, der, wie aus dem in 
Abb. 3 hinzugefiigten Seitenri8 klar zu ersehen ist, zu keinerlei Unterschneidungen 
Anla® gibt, schlieBt sich dann ein den Zylinderschaft formender Teil, der etwas 
einfacher zu konstruieren ist. Die Eingriffslinie besteht auch hier aus allen Punkten 
des Zylinders, deren Flaichennormalen die Friiserachse 6 treffen. Zu deren Ermittlung 
kénnen etwa Hilfsebenen normal zur Schraubachse a benutzt werden; die Punkte, 
in denen eine solche Ebene die Achsen a und 6 schneidet, liefern in ihrer Verbindung 
eine EKingriffsnormale. Diese triigt zwei einander gegeniiberliegende Zylinderpunkte, 
von welchen natiirlich nur der 6 niherliegende praktisch als Eingriffspunkt in Frage 
kommt. Die Gesamtheit der Eingriffsnormalen erfiillt ein gleichseitiges hyper- 
bolisches Paraboloid mit der Scheitelerzeugenden a, so daB als EKingriffslinie eine 
bezitiglich a symmetrische Kurve 4. Ordnung auftritt. Man macht sich iibrigens leicht 
klar, daB der zugehGérige Fraser von der zum Abstand 7, gehorigen Parallelfliche 
jenes einschaligen Drehhyperboloides gebildet wird, das durch Rotation von a um 6 
entsteht ; dementsprechend ist der Frasermeridian die Parallelkurve einer Hyperbel. — 
Wie weit dieser Friserteil erstreckt wird, hangt von sonstigen Umstanden ab; in 
Abb. 3 wurde er nur bis zum Kehlkreis ausgefiihrt. 


Fiir die Rechnung stehen an Daten zunichst der Schraubparameter 


1 
p=>o lit) teu 


sowie die Wendelflichenerzeugende 


Sa (rete? reel Vice 0; A = 2, = Konst, (13) 
zur Verfiigung, ferner die gemafB (5) zu bestimmende Normalenschar 
e= 0, i = Ds C= —v. (14) 


Hinsichtlich der Friserachse 6 wird auf Grund der Zeichnung iiber den Achsen- 
abstand ¢ und den Winkel « in geeigneter Weise verfiigt, das heiBt 6 soll in einer 
bestimmten Frontalebene x =c und in der Bahnnormalebene » des Hohlkanten- 
punktes K (wu = «, v =71,) liegen, dessen Koordinaten zufolge (3) die Werte 
Ly =, COS Ky LYy = ty AN Oo, «24 = Mp t+ PG (15) 

haben. Mittels des Bahntangentenvektors (— y,, x,, p) ergibt sich dann die Normal- 
ebene ¥: 

Wt yyt pe=pr. (16) 
y muB auch den Punkt B (c, 0,0) der Friserachse enthalten; hieraus folgt also 
—CY, = p%, das ist ausgefiihrt: 

— cr, sina = p (% +p 4), 


woraus sich die noch fehlende Koordinate z) jetzt mit 
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a= — (po + sin x] (17) 

ergibt. Der Achsenwinkel y berechnet sich dann aut Grund von (16) aus 
peels utils 18 
ctgy = 5 pp COS (18) 


Nachdem nun alle Bestimmungsstiicke bekannt sind, kann die Hingriffs- 
gleichung (9) aufgestellt werden, die folgende Gestalt annimmt: 
Zo BP cos uae B=v + cr, cos'«, 


ype ace it 19 
A ehe p® sin u a CO = —(6 +7, cds x). -** uP 


Zur Kontrolle kann nachgepriift werden, daB dieser Bedingung durch die Koordinaten 
des Eingriffspunktes K (w= «, v=71,) gentigt wird. 


Fir die weitere Auswertung miissen dann konkrete numerische Werte vorliegen. 
Sei etwa in Ubereinstimmung mit Abb. 3 
f= 1 fo 2 ee LC ee es 
Dann ist 


4 aa 
Dea aeg (57 4 5 V2) = — 2112091; 


il} = 
ctgy=aV2, y= 64° 46. 


Die Schliisselgleichung lautet jetzt 


1°20316 .v 
sin u 


w = 1:41394 + ( e+ 062854) ctg u — (20) 


und die nachstehende Tab. 1 enthalt einige daraus berechnete Zahlenwerte, die an 
Hand von Abb. 3 nachgeprift werden k6onnen: 


Tabelle 1. 
Schliisselwerte | Hingriffslinie Frasermeridian 
| U | ae | Y Z m | r | n 
in ea | o-707 | 0-707 — 0°943 1042 1406 — 064810 
1°5 34° 18’ 1°239 0°845 oe 1°286 ) 1°065 — 0°298 
oy 36° 06’ 1°616 ieiyas} eae NIKE 1°567 0°680 0°720 


Fir den anschlieBRenden, den Zylinderschaft erzeugenden Friserteil kann auch 
das allgemeine Schema angewandt werden, wenn man den Schaft als Schraubfliche 
ansieht, die von der achsenparallelen Erzeugenden 


A Tip stg alse een ae ae (21) 
iiberstrichen wird. Die solcherart gefundene Parameterdarstellung der Kingriffslinie 
X =7, cosy, “Y = ryan) eZ Sas ctg y+ tg u (22) 


kann auf Grund geometrischer Vorstellung auch unmittelbar hingeschrieben werden. 


*© Fur den Hohlkantenpunkt K (v = 1) versagt die Formel (12) fiir die Achsenkoordinate n 
des Normalenschnittpunktes, weil b ganz in der Normalebene » liegt, also keinen Schnittpunkt 
liefert (unbestimmte Form 0:0). Zieht man statt der Bahnnormalebene des Kingriffspunktes Q 
jedoch die Tangentialebene des Schraubzylinders a? + y? = v2 heran, die ja im vorliegenden 
Falle auch die Normale enthalt, so gelangt man zu der aquivalenten Formel n = (v2? — ce x): ysin y, 


die natiirlich nur fiir die Wendelfliiche angewendet werden darf, hier aber auch im Hohlkanten- 
punkt K brauchbar bleibt. 
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Zusammentassend ist festzustellen, daB es also durchaus méglich ist, Flachgewinde- 
flanken scharf auszufriisen. Denkt man sich den in Abb. 3 dargestellten Friiser noch 
durch Spiegelung an seiner Kehlkreisebene verdoppelt, so vermag derselbe sogar 
vollkommene Flachgewindenuten zu erzeugen; die in Achsenrichtung gemessene 
lichte Weite derselben betriigt dabei 2 |z,|. Bis zu welchem Betrage diese Liickenweite 
durch passende Wahl von « und ¢ in (17) jeweils heruntergedriickt werden kann, 
ohne Unterschnitte zu verursachen, miiBte zum Gegenstand einer eigenen Unter- 
suchung gemacht werden, die wesentlich auf das 
Hillgebilde des Systems der Hilfskurven h, Be- 
dacht zu nehmen hiitte. 


4. Sonderfalle. 


Auf zwei durch besondere Lage der Friser- 
achse 6 ausgezeichnete Sonderfiille sei zum SchluB 
in aller Kiirze hingewiesen. 


1. Fingerfraser (¢c = 0, y = z/2). Die Schliis- 
selgleichung (9) vereinfacht sich ein wenig, ohne 
jedoch ihren transzendenten Charakter zu verlieren. 

Fiir Fingerfraser zu steilgiingigen Schrauben 
und Schnecken mit geradem Achsenschnitt : 
hat W. Vogel" auf Grund des Parallelkreisver- Abb. 4. Fingerfriiser fiir Trapezgewinde. 
fahrens die rechnerischen Grundlagen entwickelt ; 
dieselben stellen sich natiirlich auch ganz zwanglos durch Spezialisierung der hier 
gegebenen allgemeinen Formeln ein. Fiir ein Trapezgewinde mit dem Flanken- 
winkel 2, dem Flankendurchmesser d und der Liickenweite w gemaB Abb. 4 ist 
anzusetzen : 


a0, Yves w, 2=e¢—vsine' mit e=—+(dtga — w). (23) 
Auf Grund von 
ny: =p:vsin@w:vcosw 
nimmt die Hingriffsgleichung (9) dann folgende Gestalt an: 


v (v—esinw)sinu + p(e—vsinw) cos u 


ast p (vsinw sin u — p cos u) (24) 
Nach v aufgelost, hat man unter Verwendung der Abkiirzung e/p = e: 
v= E i(e +ut etgu)sinw + /(e+u+etg usin? » —4(e +) cteu |. (25) 


Um einen Anhaltspunkt fiir die zu verwendenden u-Werte zu haben, die durchwegs 
klein sind, kann man in (24) sinw durch uw und cos uw durch | ersetzen, womit man 
za einem bestimmten v den Naherungswert 


Pc ae (26) 


p* + v%—evsinw 


erhalt. AnschlieBend ergibt sich auf Grund von (3) die Darstellung der Hingriffslinie: 


X = — veoswsinu Y — UVCOS a, 


Y = vcosw cos u 0 cos a, (27) 

Z=e—vsino +pu. 
an LW. Vo gel: Analytische Berechnung des Fingerfraserprofils fir steilgangige Schrauben 
und Schnecken mit geradem Achsenschnitt. Z. Ver. dtsch. Ing. 78, 156—158 (1934), s. auch 1222. 
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Der im Abstand m = Y gemessene Parallelkreisradius r des Frasers ergibt sich dann 


gemaB (11) aus 7? = Ke 7. ; 
Fir das Flachgewinde (w =0, e = — w/2) vereinfacht sich die Schliissel- 


gleichung (24) auf 
Ww 
e=p(>—pu] ctgu und wu ge OH (28) 


In beiden Fallen ist ein scharfes Ausfrasen der Hohlkanten nicht méglich, weil 
die Friserachse in keiner Normalebene der betreffenden Schraublinien liegt. 


2. Parallele Achsen (y = 0). Die praktisch wohl nur selten mégliche Anordnung 
einer zur Schraubachse a parallelen Fraserachse b wiirde eine wesentlich vereinfachte 
Eingriffsgleichung mit sich bringen; aus (8) folgt namlich mit y = 0 


c(Esinuw +7 cosu) +po=0, (29) 


eine Gleichung, deren Auflésung nach u keine Schwierigkeiten bereitet. Mit Riick- 
sicht auf (6) ist diese Gleichung der Ausdruck fiir die Bedingung 


cn +pl=0, (30) 


welche geometrisch bedeutet, da die Eingriffsnormalen n (é, N, £) simtlich normal 
zu dem festen Vektor [ (0, c, p) sind: Die Eingriffslinie ist mithin identisch mit der 
Eigenschattengrenze der Schraubflache fiir die Lichtrichtung [?. 


(Hingegangen am 20. Mai 1952.) 
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Dynamik des Bogentrigers und Kreisringes. Von K. Federhofer. Mit 35 Textabb. und 26 Zahlen- 
tafeln, XII, 179 S. Wien: Springer-Verlag. 1950. S 84.—, sfr. 23.50, $5.50, DM 23.—. 


Die Dynamik gekriimmter Stabe ist in den einschlagigen Fachbiichern uber Schwingungs- 
probleme bisher verhaltnismaig wenig beriicksichtigt worden. Meist wurde nur der geschlossene 
Kreisring, dessen Querschnitt eine Kreisfliche oder ein schmales Rechteck ist, behandelt. Das 
Erscheinen des vorliegenden Buches, in welechem die Grundgleichungen der Eigenschwingungen 
in moglichster Allgemeinheit aufgestellt werden, ist daher sehr zu begriiBen. 

Die Untersuchungen stiitzen sich auf das Hookesche Elastizitatsgesetz; ferner wird voraus- 
gesetzt, da die Querschnittsabmessungen klein gegeniiber dem Kritmmungshalbmesser des 
Stabes sind, so da® die Naviersche Verteilung der Biegespannungen beibehalten werden darf. 
Es wird weiters — ausgenommen Abschnitt H — vorausgesetzt, da8 die Querschnittsform wahrend 
der Stabschwingung unverandert bleibt. Als Querschnitt wird im allgemeinsten Fall ein be- 
liebiger, dimnwandiger offener Querschnitt gewahlt, wobei die Bogenebene keineswegs Haupt- 
ebene sein mu. Da bei den Drillungsschwingungen Querschnittverwélbungen auftreten, deren 
Ausbildung behindert wird, ist ein beztiglicher Ausbau der Theorie notwendig gewesen. Es werden 
nur freie Schwingungen in Untersuchung gezogen. 

Za den interessantesten Abschnitten des Buches zihlt gleich der Abschnitt A iiber die 
Kinematik der Biegung und Drillung eines Stabes mit anfinglicher raéumlicher Kriimmung. 
Die Anwendung der vektoriellen Schreibweise bietet gute Ubersichtlichkeit. Uber die bisherigen 
Darstellungen hinausgehend, beriicksichtigt der Autor noch Stablangenanderungen, so da neben 
Biegungs- und Drillungsschwingungen auch Liaingsschwingungen erfaBt werden kénnen. Die 
weiteren Abschnitte betreffen dann Stiibe mit kreisférmiger Zentrallinie. Im Abschnitt B werden 
die Differentialgleichungen der Eigenschwingungen des réiumlich schwingenden Kreisbogens mit 
Hilfe der Variationsmethode entwickelt. Das Verfahren bietet den Vorteil, daB neben den 


Differentialgleichungen der Higenschwingungen auch die vollstiindigen Randbedingungen or- 
halten werden. 


Die zur Fraserachse b gehérige Polare 6* in bezug auf den in FuBnote 8 erwahnten linearen 


Normalenkomplex ist im vorliegenden Fall eine Ferngerade, niimlich jene der zur Lichtrichtung { 
normalen Stellung. 


Buchbesprechungen. 327 


_ Die Abschnitte C und D behandeln Sonderfiille der Querschnittsform mit den zugehorigen 
Schwingungsgleichungen, der Abschnitt E ist dem Grenzfall des geraden Stabes gewidmet. 

In den bisher genannten Abschnitten sind die Stabquerschnitte als unveridnderlich voraus- 
gesetzt worden; im Abschnitt F werden nun Kreisbogentriiger berechnet, deren Querschnitte 
entlang der Bogenachse veriinderlich sind. Im Abschnitt G wird der EinfluB einer Querbelastung 
untersucht und hierbei auch das Mitschwingen des diese Belastung hervorrufenden Mediums 
beriicksichtigt. Der Abschnitt H behandelt den unter Innendruck stehenden Hohlreifen; die 
beim Schwingen auftretenden Anderungen der Querschnittsform werden hier beriicksichtigt. 
Im Abschnitt I wird schlieBlich untersucht, welche Anderungen die fiir den Kreisbogentraiger 
errechneten Schwingungsfrequenzen im Falle einer von der Kreisform abweichenden Bogen- 
form erfahren. 

Der Verfasser konnte fiir sein Buch eine Reihe von eigenen Arbeiten verwenden, die wesent- 
lich zur Weiterentwicklung der Theorie beigetragen haben. Sein Werk ist fiir den Wissenschafter 
sehr wertvoll und es bietet ihm auch eine Fiille von Anregungen; hervorzuheben sind die um- 
fassenden Literaturangaben. Fiir den Studierenden stellt das Buch einen erwiinschten Lehrbehelf 
dar. Auch fiir den praktisch tatigen Ingenieur wird es von Nutzen sein: er findet dort die not- 
wendigen Berechnungsverfahren und die beigegebenen Zahlentafeln und graphischen Dar- 
stellungen werden ihm das Auswerten der Lésungsergebnisse erleichtern. 

K. Girkmann, Wien. 


Ebene und raumliche Rahmentragwerke. Von V. Kupferschmid. Mit 252 Textabb., VII, 196 S. 
Wien: Springer-Verlag. 1952. Geb. S 174.—, sfr. 37.—, $8.50, DM 35.70. 


Die Untersuchung von Rahmentragwerken wird nach dem Gedankengang der Deformations- 
methode von Ostenfeld unter Heranziehung des Verfahrens der algebraischen Momenten- 
verteilung von Cross ausfiihrlich dargelegt. Bekanntlich gestattet diese Verbindung eine wesent- 
liche Verminderung der Zahl der mittels Gleichgewichtsbedingungen zu ermittelnden unbekannten 
VerschiebungsgréBen, da die Knotendrehwinkel wegfallen. Wahrend Knotenpunkte, in denen 
lauter gekriimmte Stabe anlaufen, zu ihrer Festhaltung je zwei zusdtzliche Stiitzstabe und daher 
weiterhin zwei Verschiebungskomponenten bedingen, vermindert sich diese Zahl erheblich bei 
geraden Staben und Vernachlissigung der Langenanderungen zufolge der Normalkrafte. 

Anhand der im Bauwesen verwendeten Systeme wird insbesondere auf die Méglichkeiten 
zur Kontrolle und Vereinfachung der ziffernmaéBigen Behandlung hingewiesen. So lassen sich 
beispielsweise die Rahmentragwerke mit nur zwei parallelen biegungssteifen Stabztigen (zwei- 
stielige Stockwerkrahmen und Vierendeeltriger mit parallelen Gurten) mit nur zwei Momenten- 
ausgleichsrechnungen untersuchen. Bei raumlichen Rahmentragwerken zeigt der Verfasser, 
daB auch dann, wenn zueinander parallele Stabe durch einen biegungssteifen Ring in der zu ihnen 
senkrechten Ebene verbunden sind (z. B. Kaminkiihlerunterbauten), die Berechnung nach Cross 
durchgefiihrt und tiberdies durch Wahl besonderer Querschnitte fiir die parallelen Stabe merklich 
vereinfacht werden kann. 

Eine kurz gestreifte Verallgemeinerung des Crossschen Ausgleichsverfahrens durch Schnitte 
in ,,Hauptknoten“*, die das ganze System in vorher berechenbare Untersysteme zerlegen, und 
dementsprechenden neuen Steifigkeiten und Ubergangszahlen bringt bei sehr verwickelten Systemen 
Vorteile, die ein durchgerechnetes Beispiel verdeutlichen kénnte. Bei Staiben mit veranderlichem 
Querschnitt wird auf die bekannten Tabellen fiir « und 6 in Guldan: Rahmentragwerke und 
Durchlauftrager hingewiesen; die mit diesen Gréen durchgefiihrte Berechnung der Stabfest- 
werte (Steifigkeiten) kann bei Verwendung der ebendort mitgeteilten Tafeln fir a und 6 erspart 
werden. Auch kénnte die Gegenseitigkeit der Festhaltekrafte fiir die Grundverschiebungen als 
Kontrollméglichkeit bei der Behandlung der Beispiele betont werden. Dies sowie die Ausmerzung 
von Druckfehlern, die allerdings bei aufmerksamem Lesen sofort auffallen und daher nicht stéren, 
sei als Wunsch fiir eine weitere Auflage genannt. ¢ 

Das handliche und sorgfaltig ausgestattete Buch, dessen Darlegungen durch 27 instruktive 
Beispiele unterstiitzt werden, wird nicht nur vom Anfanger, sondern auch vom Praktiker mit 
Gewinn gelesen werden. W. Mudrak, Graz. 


Dampferzeugung. Dampfkessel, Feuerungen. Theorie, Konstruktion, Betrieb. Von M. Ledineggq. 
Mit 415 Textabb., XII, 4278S. Wien: Springer-Verlag. 1952. Geb. 8S 396.—, sfr. 81.80, 
$ 18.80, DM 79.—. 

Der Verfasser tragt an der Technischen Hochschule in Wien Kesselbau vor und bringt im 
vorliegenden Buch eine umfassende Darstellung in klarer und praziser Form, so dal auf dem 
vorhandenen Raum eine groge Zahl interessanter, bisher nicht verédffentlichter Zeichnungen, 


theoretischer Darstellungen und Diagramme Platz fanden. 
23* 


328 Buchbesprechungen. 


Der Stoff ist in 16 Kapitel unterteilt: 

Dampfkessel: Neben den heute noch gebauten GroBwasserraumkesseln sind insbesondere dic 
neuesten Bauarten der Wasserrohr- und Sonderkessel beschrieben, wobei die groBe Zahl aus- 
lindischer und iiberseeischer Konstruktionen hervorzuheben ist; Vor- und Nachteile der Bauarten 
sind emgehend besprochen. 

Feuerungen: Rost- und Staubfeuerungen mit MaStabellen. 

Brennstoffe: Hier sind auch die ésterreichischen Kohlen angefihrt. 

Wasserdampf: Der Einflu8 der Speisearbeit auf die Vorwarmung wird berechnet. 

Wirkungsgrade und Warmeverluste: Hervorzuheben sind die Diagramme zur Vorausberech- 
nung des Verlustés durch Unverbranntes. 

Warmeiibergang: Hier sind iibersichtlich alle fiir die Berechnung notwendigen Unterlagen 
angegeben, so daf die Beniitzung von Spezialwerken entfallt. Fiir querangestromte Rohre sind 
in Zahlentafel 61 die Abminderungszahlen des Warmeiiberganges bei weniger als 10 Rohrreihen 
noch nach Reiher angefiihrt. Hervorzuheben ist die iibersichtliche Gegeniiberstellung der Warme- 
iibergangswerte der verschiedenen Autoren sowie die Darstellung der Flammenstrahlung und 
Brennkammerberechnung. Die Verfasser der bisherigen Biicher haben jeweils eine neue Theorie 
der Brennkammerberechnung entwickelt, die Theorie von Ledinegg mu& als die klarste an- 
gesehen werden. 

Zugbedarf: Interessant ist die Gegeniiberstellung von Warmeiibergang und Zugverlust. 

Warmetechnische Berechnung: Die graphische Methode der Ubertragung des J-p-Diagramms 
in das J-t-Diagramm ist interessant dargestellt und an Beispielen erlautert. 

Wasserumlauf: Dieses Kapitel zihlt zu den besten des Werkes. In klarer und exakter Weise 
sind die meisten der vorkommenden Probleme des Umlaufes und der Stabilitat der Strémung 
in Originaldarstellungen erlautert. 

Speicherfahigkeit: Hier wird auch die zulassige Druckabsenkung berechnet. 

Nach den Kapiteln Dampfraum und Speisewasseraufbereitung folgt: 

Feuerungstheorie: Die Verbrennungszeit von Kohlenstaub wird nach fiinf Autoren behandelt, 
hierzu bringt der Verfasser seine tiberzeugende Darstellung mit klaren Diagrammen. 

Hinzelteile: Neben der Beschreibung der Hinzelteile des Kessels werden auch die Betriebs- 
schiden und deren Ursachen besprochen. Zu erwahnen ist die Beschreibung und Berechnung 
des Kesselgeriistes. 

Werkstoff und Festigkeitsberechnung: Hervorzuheben sind die reichhaltigen Angaben tiber 
Baustoffe, die Gegentiberstellung der 6sterreichischen und deutschen Werkstoff- und Bauvor- 
schriften und die Sammlung der in der Literatur verstreuten Festigkeitsprobleme. 

159 Zahlentafeln erginzen den Text. Die meisten Normen sind auszugsweise angefiihrt. Da 
noch Literaturstellen aus dem Jahre 1951 angefiihrt sind, bringt das Buch den neuesten Stand. 
Bei dem groBen Stoff (686 Gleichungen) sind nur sehr wenige Druckfehler stehengeblieben, so 
z. B. Seite 271, Gleichung (445), und Seite 360, Gleichung (588), letzte Zeile. 

Bei den groBen Vorziigen des Buches kann mit einer baldigen Neuauflage gerechnet werden. 
Hierbei ware die Einbeziehung der Elektrokessel, der Ol- und Gasfeuerung sowie einiger Hilfs- 
betriebe, wie Speisepumpen, Ventilatoren, Entstaubung, wiimschenswert. 

Das vorliegende Buch bringt die bisher beste und umfassendste Darstellung des Kesselbaues 
in deutscher Sprache. Der Erbauer, Besteller und Beniitzer von Kesseln findet alles Wissens- 
werte; dem Studierenden an Technischen Hochschulen gewadhrt es den besten Hinblick. 

P. Gita, Graz. 


Berichtigung. 


Osterreichisches Ingenieur-Archiv, Band VI (1952). H. Craemer. Die Abhingigkeit der Festig- 
keit von der Gréfe der Versuchskérper, betrachtet auf Grund der Wahrscheinlichkeitsrechnung, 


S. 153, Gleichung (34) lies: P = (# —7 + 1) o;, statt P = (es —i— 1) O;. 


Die Ubersetzungen der Zusammenfassungen wurden vom Dokumentations-Zentrum der Technik, Wien, durchgefiihrt. 


Herausgeber und Higentiimer: Springer-Verlag in Wien I, Mélkerbastei 5. — Fiir den Inhalt verantwortlich: Prof. Dr. Franz 
Magyar, Wien IV, Technische Hochschule, Karlsplatz 18. — Druck: Manzsche Buchdruckerei, Wien IX, Lustkandlgasse 52. 
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In den letzten Wochen erschienen: 


Rahmentragwerke und Durchlauftrager. Von Dr. Ing. habil. R. Guldan, 0. Professor an 
der Technischen Hochschule Hannover. Fiinfte, unverinderte Auflage. Mit 435 Textabbildungen und 
58 Tafeln. XV, 359 Seiten. Lex.-8°. 1952. Ganzleinen S 168.—, DM 33.60, $ 8.—, sfr. 34.80 


Aus den Besprechungen der vierten Auflage: 


»,---Das vorliegende Werk ist iiberall dort am Platze, wo — sei es im Bauwesen, Maschinenbau oder 
Schiffbau — Rahmenkonstruktionen mit wirtschaftlichen Abmessungen zu entwerfen sind, die heute zu 
den am meisten angewandten Bauformen gehéren. Vor allem wird das Buch aber dem praktisch tatigen 
Bauingenieur eine wertvolle Hilfe leisten, wenn es sich darum handelt, entweder beim Neubau wettbe- 
werbsfahige Bauformen wirklichkeitsgetreu zu berechnen und zu bemessen, oder sich aber bei dem zur 
Zeit ebenso wichtigen Umbau und Wiederaufbau in gegebene unregelmifige Umrisse und Einteilungen 
richtig und sparsam einzufiigen. — VDI -Zeitschrift 


Eisenbahnoberbau. Die Grundlagen des Gleisbaues. Von Dipl.-Ing. Dr. R. Hanker, o. Professor 
an der Technischen Hochschule Wien. Mit 258 Textabbildungen. VIII, 256 Seiten. Lex.-8°. 1952. 
A Ganzleinen S 216.—, DM 43.20, § 10.30, sfr. 44.70 


Ausgehend von der Tragfihigkeit des Gleises werden die Bedingungen erértert, welche Schienen, 

Schwellung, Bettung, Befestigungsmittel und Laschenverbindungen (sowie das geschweiBte Gleis) er- 

fiillen miissen, damit den Fahrzeugen ein festgefiigtes, ausreichend tragfihiges Gleis zur Verfiigung steht. 

Dazu kommen die Voraussetzungen fiir eine sichere Fiihrung der Fahrzeuge. Das Verhaltnis ,,Rad— 
Schiene“ sowie ,,Fahrzeug—Gleis‘‘ nimmt einen breiten Raum ein, um den Gleisbauer instandzusetzen, 

sich mit dem Fahrzeugbauer zum Nutzen des Fortschrittes im Zusammenwirken von Fahrzeug und Gleis 

zu verstandigen. 


Gewinnbeteiligung. Internationale Erfahrungen. Wirtschaftstheoretische Untersuchungen. Wirt- 
_ schaftspolitische Erkenntnisse. Von Prof. Dr. Dr. H. Bayer, Innsbruck. VI, 164 Seiten. 1952. 
. S 60.—, DM 12.—, $ 2.90, sfr. 12.50 


Das Problem der Zusammenarbeit von Arbeitgeber und Arbeitnehmer im Betrieb steht im Mittelpunkt 
der wirtschafts- und sozialpolitischen Diskussion und wurde nunmehr in verstarktem MaBe auch vom 
internationalen Gesichtspunkte aus seitens der OKEC und anderer Stellen aufgerollt. Im Rahmen dieses 
Gesamtproblems behandelt die Arbeit die Gewinnbeteiligung und die Anwendung verwandter Lohnsysteme 
in Deutschland, England, Frankreich, Osteuropa, Siidamerika und USA. 


Die Rentabilitat der Produktivitatssteigerung. Ein Beitrag zur Lehre der Rechenhaftig- 
keit der Wirtschaft. Von Oberbaurat Dipl.-Ing. B. M. Gerbel, Wien. Mit 4 Textabbildungen und 


- 1 Ausschlagtabelle. V, 48 Seiten. 1952. Steif geheftet S 28—, DM 5.60, $ 1.35, sfr. 5.80 


Dieses Buch des durch seine friiheren Arbeiten (Die Rentabilitat industrieller Anschaffungen, Springer- 
Verlag, Wien 1947; Kraft- und Warmewirtschaft in der Industrie, Julius Springer, Berlin 1928; u. v. a.) 
bekannten Verfassers behandelt die aktuelle Frage der Produktivitatssteigerung vom Gesichtspunkt der 
durch sie erzielbaren volks- und privatwirtschaftlichen Erfolge. . 


KurzgefaBte Elektrizitatswirtschaftslehre. Von Dr. techn. E. Kénigshofer, Wien. Mit 
17 Textabbildungen. VII, 127 Seiten. 1952. Steif geheftet S 48.—, DM 9.60, §$ 2.30, sfr. 10.— 


Das Buch fiihrt den Leser in das elektrizitaitswirtschaftliche Denken ein: Es werden die von der 


Technik der Elektrizitatsversorgung herangezogenen Mittel besprochen und die einschlaigigen elektro- 
- technischen Begriffe, z. B. Blindstrom usw., in einer auch fiir den Nichtfachmann verstindlichen Weise 


erlautert. Von den Grundlagen der Elektrizitaétsversorgung ausgehend, wird der Leser in die Probleme 
der Elektrizitatswirtschaft, darunter auch in das Tarifwesen, eingefithrt. SchlieBlich werden Organisations- . 
fragen behandelt. 


bdruck ©. Z. E., Osterreichische Zeitschrift fiir Elektrizitatswirtschaft Heft 1, 2,3 und 5, Jahrg. 5 
11952],) a Steif geheftet S 37.50, DM 7.50, $ 1.80, str. 7.65 


Zu beziehen durch jede Buchhandlung 
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In den letzten Wochen erschienen: 


Die Verbrennungskraftmaschine. Herausgegeben von Professor Dr. Hans List, Graz. 
Band 4. Der Ladungswechsel der Verbrennungskraftmaschine. aida if ; 


Teil 3: Der Viertakt. Ausniitzung der Abgasenergie fiir den Ladungswechsel. Von Prof. Dr.Hans 
List, Graz. Mit 172 Abbildungen im Text. VIII, 175 Seiten. 4°. 1952. Be ME 4 a eg 
Steif geheftet S 180.—, DM 36.—, $ 8.60, sfr. 37.30 
Frither erschienen: " , wie aS agen ae ar ing 
Teil 1: Grundlagen. Die rechnerische Behandlung der instationiiren Strémungsvorginge am Motor. — 

Von Prof. Dr. Hans List, Graz, und Gaston Reyl, Graz. Mit 156 Abbildungen im Text, 2Tafeln 

und 4 Tab. XI, 239 Seiten. 4°. 1949. Steif geheftet S 239.—, DM 48.—, $ 11.40, sfr. 49.60 — 
Teil 2: Der Zweitakt. Von Prof. Dr. Hans List, Graz. Mit 384 Abbildungen im Text. X, 370 Seiten. 
4°. 1950. _ Steif geheftet S 347.—, DM 69.—, $ 16.50.—, sfr.72.— 


Elektrische Maschinen. Eine Kinfiihrung in die Grundlagen. Von Professor Dr.-Ing. Theodor — 
Bédefeld, Berlin, und Professor Dr. techn., Dr.-Ing., Dr. phil. Heinrich Sequenz, Wien. Fiinfte — 
-Auflage mit Erginzungen. Mit insgesamt 655 Abbildungen. XXVI, 502 Seiten. Lex.-8°. 1952. 
§ 127.50, DM 25.50, $6.10, sfr. 26.20, Ganzleinen S 142.—, DM 28.50, $ 6.80, sfr. 29.20 


Aus den Besprechungen der vierten Auflage: ier ca ee sy, Ee aR a ap ener 
,,..- Das vorliegende Buch fithrt leicht faGlich in die wissenschaftlichen Grundlagen der elektrischen 
Maschinen und Transformatoren ein. Es bringt in einheitlicher Darstellung die allgemeinen Grundbegriffe, _— 
den Aufbau, das Betriebsverhalten und Anwendung der elektrischen Maschinen... Es ist ein ease ge 
zeichnetes Lehrbuch vor allem fiir den Hochschulunterricht.“ ee i Stee i & oie 


ee 


Die Wicklungen elektrischer Maschinen. Von Heinrich Sequenz, Dipl.-Ing, Dre techn., 
Dr.-Ing., Dr. phil., 0. Professor a. D. und Privatdozent der Technischen Hochschule in Wien, korresp. «i 
Mitglied der Osterreichischen Akademie der Wissenschaften. In vier Banden. ye eae 


Erster Band: Wechselstrom-Ankerwicklungen. Mit 408 Textabbildungen. XX, 365 Seiten. Lex.-8°. 1950. ; 
S 189.—, DM 37.—, $ 9.—, sfr. 39.—, Ganzleinen S 208.—, DM 40.—, $ 9.90, sfr. 42.50 
Zweiter Band: Wenderwicklungen. Mit 423 Textabbildungen. XVI, 331 Seiten. Lex.-8°. 1952. 44 
S 270.—, DM 54.—, $ 12.90, sfr. 56—, Ganzleinen S 285.—, DM 57.—, $ 13.50, sfr.59— 

Dritter Band: Wechselstrom-Sonderwicklungen. Vierter Band: Herstellung der Wicklungen. = = 8 8 
HERTS Gan ed : Erschemen bis Ende 1953 
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Niederdruck-Stromrichterventile. Versuch einer Darstellung von Wirkungsweise und 
Betriebseigenschaften als Folge der konstruktiven Ausfiihrung. Von Dr.-Ing. Hans v. Bertele, Purley, 
Surrey, England. Privatdozent an der Technischen Hochschule, Wien. Mit 149 Textabbildungen. _ 
XII, 239 Seiten. 1952. Ganzleinen § 195.—, DM 39.—, $9.30, sfr.40— 


Niederdruck-Stromrichterventile haben sich in den letzten zwei bis drei Jahrzehnten zu einem universell 
verwendeten Bestandteil der Elektrotechnik entwickelt, der fiir viele Energiewmformungs- und Regel- 
aufgaben unersetzlich geworden ist. Der Verfasser gibt nicht nur eine systematische Darstellung dieses 
in neuester Zeit so bedeutungsvoll gewordenen Teilgebietes der Elektrotechnik nach dem letzten Ent- 
wicklungsstand, sondern zeigt auch den Weg zur planmaBigen Uberwindung von Schwierigkeiten bet 
der Projektierung neuer Anlagen und Anwendungsméglichkeiten, die wegen des nicht ganz einfachen _ 
Ba Rae Ne at von Leistungsvermégen und besonderen Betriebsbedingungen der einzelnen GefifRe 
auitreten.. a : ut 


Nichtmetallische anorganische Uberziige. Von Willi Machu, Dipl.-Ing. Dr. techn. habil, 
Professor an der Universitit Fouad I., Cairo, Agypten. Mit 153 Textabbildungen. XII, 404 Seiten. 
Lex:-8°, 1952, |. Ganzleinen § 285.—, DM 57.—, $ 13.50, sfr.59— 


Die nichtmetallischen anorganischen Uberziige auf Metallen besitzen sowohl fiir Zwecke des Korrosions- _ 
schutzes als auch der Verschénerung von Metallgegenstiénden eine grofe praktische Bedeutung. Im _ 
vorliegenden Buche sind erstmalig praktisch simtliche technisch bedeutsamen Uberzugsverfahren fir 
alle technisch verwendeten Metalle und Legierungen nach einheitlichen Gesichtspunkten zusammen- — 
gefaBt und damit ein sowohl fiir den Wissenschaftler als auch Techniker sehr wertvoller Ratgeber 
geschaffen worden. OS oak ae 
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